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0. Observacións pedagóxicas

Esta unidade didáctica está pensada para ser traballada por alumnos de Bachalerato na asignatura

Métodos Estatísticos e Numéricos. Os documentos que se inclúen son dous:

1. Arquivo f dc. sxc, que é un documento consistente nunha folla de cálculo que

contén catro libros: Bi secci ón, Newt on, Newt on C e Regul a Fal s i .

2. Arquivo ud. sxw, que é un documento de texto que contén esta información e no

que se desenrola toda a unidade;  ten un total  de seis capítulos:  o primeiro,

numerado co cero e titulado Observacións pedagóxicas, está dirixido ó profesor,

mentres que os outros cinco, numerados de 1 a 6, conforman as diferentes seccións

a traballar nesta unidade.

Estes documentos foron  elaborados coa aplicación  ofimática  free software OpenOffice 1.1,

descargable gratuitamente dende www.openoffice.org. 

En liñas xerais, prantéxanse acadar con esta unidade os seguintes obxectivos:

a) Coñecer os algoritmos numéricos para a resolución de ecuacións.

b) Demostrar a utilidade do ordenador e da folla de cálculo para executar procedementos

iterativos.

c) Profundizar na práctica e uso da folla de cálculo.

d) Situar os algoritmos aproximativos nun contexto histórico.

e) Convencer ó alumno do carácter instrumental das ecuacións.

f) Comprender a necesidade dos métodos numéricos de resolución de ecuacións.

3



RESOLUCIÓN NUMÉRICA DE ECUACIÓNS

Os conceptos que se presentan nesta unidade son:

a) Historia das ecuacións. A súa investigación nas distintas civilizacións.

b) Imposibilidade de atopar fórmulas resolutivas para todas as ecuacións.

c) Operacións aritméticas e funcións nas follas de cálculo.

d) Interpretación gráfica das solucións das ecuacións.

e) Fundamentos e programación do método de bisección.

f) Fundamentos e programación do método de Newton.

g) Fundamentos e programación do método da Regula Falsi.

h) Criterios de parada do algoritmo.

i) Dificultades de aplicación dalgúns métodos numéricos.

j) Ampliacións do método de Newton: solucións complexas e multivariantes.

Dado o carácter  práctico do tema a tratar, os aspectos procedimentais forman o núcleo desta

unidade:

a) Practicar o uso da folla de cálculo.

b) Alterar os programas feitos na folla de cálculo para experimentar variantes dos algoritmos.

c) Resolución de ecuacións polos tres métodos.

d) Resolución de problemas contextualizados que dan lugar a ecuacións.

e) Resolución de problemas de optimización.

As actitudes que se pretenden fomentar no alumnado que traballe con estas unidades son:

a) Apreciar o uso constructivo do ordenador para resolver problemas.

4



RESOLUCIÓN NUMÉRICA DE ECUACIÓNS

b) Valorar as ecuacións como unha ferramenta matemática que trascende o tempo (sentido

histórico) e o espacio (sentido intercultural).

c) Valorar a tradición histórica e científica á que pertencen individuos doutras culturas.

d) Fomentar a curiosidade polo que se deu en chamar Matemática Aplicada.

e) Adquirir a sensación de que “agora xa non hai ecuación que se me resista” .

Esta unidade didáctica non foi  pensada para ser impartida mediante unha metodoloxía concreta: o

material  está ahí e cada quén é libre de utilizalo en función dos seus alumnos, intereses, tempo

dispoñible, etc. Os exercicios, nos que os de máis difícil  execución están marcados co símbolo !,

poden ser realizados individualmente ou en grupo, segundo o estilo pedagóxico do profesor.

Unha suxerencia que non debe caer en saco roto é a de manter sempre unha copia de seguridade do

documento f dc. sxc, o cal será aconsellable non modificar directamente en ningún caso; así, se se

fai unha desfeita durante a realización dun exercicio, sempre se poderá volver ó documento inicial.
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1. Historia das ecuacións

A resolución de ecuacións é materia de estudio que compete á Álxebra. Xa dende os seus primeiros

balbuceos intelectuais,  o  home tivo  necesidade de calcular  cantidades que cumplisen  certas

condicións.

Por poñer unha data de comenzo, a Matemática nace cos sumerios, quenes xa introducen o sistema

sexaxesimal de numeración alá polo 3000 AC. Os babilonios, herdeiros desta cultura, nos deixaron

tabliñas de barro datadas no periodo do Imperio Antigo,  entre 1900 e 725 AC,  onde xa se

prantexaban e resolvían problemas que daban lugar ó que hoxe chamaríamos ecuacións de primeiro

grao e de segundo grao incompletas. Noutra tabliña da época de Hammurabi, chégase a resolver un

problema xeométrico mediante un sistema de segundo grao con dúas incógnitas.

Tamén  os  exipcios,  agrimensores  e  arquitectos  onde  os  haxa,

necesitaron da resolución de ecuacións de primeiro e segundo grao, así

como sistemas, segundo atestiguan os papiros de Berlin (datado entre o

2160 e 1700 AC e chamado así pola cidade que o alberga) e Rhind

(1650 AC). Cómpre indicar que os exipcios non aportaron moito ó feito

polos babilonios debido a que usaban un sistema de numeración pouco

eficiente.

Os gregos mantiveron unha relación estreita cos exipcios. A aportación grega á Matemática foi  o

formalismo axiomático e a xeometría,  que daría como froito  os  Elementos de Euclides de
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Alexandría (aprox. 300 AC). Pero moitos dos problemas xeométricos que os gregos encararon se

expresarían hoxe en termos alxebraicos, e xeométricamente era como eles os resolvían. Unha

excepción a este enfoque foi a de Diofanto (aprox. 250 DC), quen na súa obra Arithmetica resolve

ecuacións determinadas (cunha soa solución) e indeterminadas (con máis de unha solución), tanto

de primeiro como de segundo grao, así como sistemas. Outro dos méritos de Diofanto foi  o de

introducir algo de simbolismo nas súas exposicións, dando comenzo así á Álxebra Sincopada, frente

a anterior, coñecida polos historiadores da Matemática como Álxebra Retórica, na que os métodos

de resolución se presentaban literalmente, sen simboloxía notacional de ningún tipo.

A India foi outro importante foco de desenrolo matemático. Así, nos Sulbasutras (1500 a 800 AC),

antigos escritos védicos con instruccións para a realización correcta de ritos relixiosos, onde se

establecían as formas xeométricas e dimensións exactas dos altares, encarábanse problemas que

levaban a ecuacións de primeiro e segundo grao. Tempo despois, Brahmagupta (588-660 DC) dá un

paso máis aló no simbolismo do que o fixera Diofanto, utilizando letras sánscritas para representar

incógnitas e operacións. Máis tarde, Bhaskaracharya (1114-1185 DC) resolve un problema dos que

nós chamamos irracionais (nos que a incógnita está debaixo dun radical).

Todos sabemos a débeda cultural  que temos cos árabes, e non hai

alumno que non saiba que a palabra álxebra procede da árabe al-jabr,

que significa restauración. A obra Hisab al-jabr w'al-muqabala de Al-

Khwarizimi  (780-846 DC), na que este fai  un estudo exhaustivo das

ecuacións  de  primeiro  e  segundo  grao,  incluindo  demostracións

xeométricas, tivo moita influencia na Álxebra europea despois de ser
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traducida ó latín. É ben coñecido que os árabes nos legaron boa parte do saber científico grego que

Europa xa esquecera despois do declinar helenístico, pero tamén nos transmitiron coñecementos que

tiveron a súa orixe na India, pois tanto o cero como os símbolos numéricos que utilizamos todos os

días proceden desta zona asiática. Os árabes non só foron transmisores de saberes, tamén foron

constructores de coñecemento, como o amosan os traballos do iraniano Omar Khayyan (1040–1131

DC) quen chega a calcular  as raices positivas dunha ecuación cúbica ou de terceiro grao por

métodos xeométricos basados en seccións cónicas.

Durante  moitos  séculos,

milenios  incluso,  pouco

máis se fixo en materia de

ecuacións que fose máis alá

das ecuacións de primeiro e

segundo grao, incluidos os

sistemas.  Pero  o  inxeño

renacentista italiano aportaría dous logros importantes en toda esta historia; o primeiro, vinculado

ós nomes de Scipione dal Ferro (1465-1526), Niccoló de Brescia Tartaglia (1500-1557) e Gerolamo

Cardano (1501-1576) sería dar solución ás ecuacións cúbicas de tipo  x3� mx� n ; o segundo

logro,  obra de Ludovico  Ferrari  (1522-1565),  sería a obtención  dun  método  para resolver

alxebraicamente as ecuacións de cuarto grao. Posteriormente, outros alxebristas europeos como

François Viète (1540-1603) e René Descartes (1596-1650) darían os pasos necesarios para asentar

un tipo de notación formal, do tipo da que utilizamos hoxe, dando lugar ó nacemento da Álxebra

Simbólica.
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Cubo máis cousa igual a número

Tartaglia e Cardano aseguraron que foi Scipione del Ferro o primeiro en resolver
o problema que eles chamaban Cubo máis cousa igual  a número, que na nosa
notación actual represéntase por

x3� mx� n.
As ecuacións de terceiro grao deste tipo resólvense facendo primeiro o troco de
variable proposto por Vièt

x� w�
m

3w
,

o que leva, facendo algúns reordenamentos, á ecuación

� w3�2� n� w3��
1
27

m3� 0.

Co que sabes das ecuacións bicuadradas, ¿se che ocorre que facer para calcular
primeiro w e despois x ?
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Lóxicamente, a continuación que se esperaba era a de acadar a solución para as ecuacións de quinto

e maior grao. Nesta tarefa traballouse infructuosamente ata que o noruegués Niels Henrik Abel

(1802-1829) conseguirá establecer o seguinte enunciado:

En xeral, as ecuacións polinómicas de grao maior ca catro non se poden

resolver alxebraicamente en termos dun número finito de sumas, restas,

multiplicacións, divisións e extracción de raices.

Por  último,  Evariste  Galois  (1811-

1832),  coa  creación  da  Teoría  de

Grupos,   marca o  final  da era da

Álxebra Clásica e dálle o pistoletazo

de  saída  ó  nacemento  da  actual

Álxebra Moderna.  Que as ecuacións

polinómicas de grao maior  ca catro

non  poidan  ser  resoltas,  en  xeral,

mediante  unha  secuencia  finita de

cálculos alxebraicos, non significa que

non teñan solución; só quere dicir que

temos que buscar  outros  xeitos de

abordar  estes  problemas.  Veremos

nesta unidade que o método consiste en relaxar a condición de finitude.
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Destro coas Matemáticas e de vida
tormentosa e axitada, Galois sufriu
alguns fracasos académicos e viu
dificultada a publicación dos seus
traballos por presentalos, ó parecer,
cunha  argumentación pouco clara e
insuficientemente desenvolvidos.

Por motivos políticos é detido e levado
ó cárcere onde coñece a Stephanie-
Felice du Motel, filla do médico da

prisión, de quen se namorará e pola que se batería en duelo a mañá
do 30 de maio de 1832, morrendo das feridas ó día seguinte, á idade
de 21 anos.

Cóntase que na noite anterior
ó duelo, presentindo o final,
apurou unhas anotacións, de
moi dificil interpretación, nas
que plasmaría o seu testamento
científico. Estes escritos serían
esquecidos ata que chegan a
mans de Liouville en 1843,
quen se encargaría de
analizalos e publicalos,
recoñecéndose así a
paternidade de Galois sobre os
fundamentos da que é coñecida
hoxe como Teoría de Grupos.
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Xunto con estas ecuacións polinómicas incómodas, podemos meter na mesma saqueta moitas das

ecuacións expoñenciais, logarítmicas e trigonométricas para as que non hai  un método xeral  para

resolvelas (ecuacións do tipo 5x� 2x , x� 2cos� x�� 1 ou que dicir de 1� sin� x�� 2x� ln� x� ).

As ferramentas que nos van ser de utilidade nestas situacións son os métodos numéricos, que

aseguran solucións aproximadas pero cun control do erro tan fino como queiramos.

Neste breve paseo pola historia da Álxebra vemos que a nosa tradición matemática occidental

aproveitouse dos esforzos de moitas outras culturas, o que como mínimo nos debe facer reflexionar

sobre moitas das nosas actitudes frente a persoas de orixe allea á nosa.

Houbo outra tradición cultural milenaria da que non falamos e que sería inxusto ignorar. Debido ó

seu secular aillamento, non está moi  claro que poideron aprender os chinos dos babilonios ou

hindúes, ou que poideron aprender estes e os árabes dos chinos, pero sería bo lembrar  que a

civilización islámica extendíase de oriente a occidente, dende as fronteiras con China ata o califato

de Córdoba. No extremo oriental os cálculos facíanse mediante variñas de madeira que se dispoñían

sobre unha superficie horizontal, coas que se podían realizar tanto operacións aritméticas básicas

como resolver sistemas liñais por un método que recorda ó matricial  que Gauss desenvolvería no

século XVIII. A fonte matemática máis importante de China é o Chiu Chang Suan Shu (Os Nove

Capítulos sobre a Arte Matemática), datado no século III  AC, e no que se adica un capítulo á

resolución de sistemas de dúas e tres incógnitas. Curiosamente, foron os chinos os primeiros en

reordenar as ecuacións para reducilas á forma g� x�� 0, así como obter un método de resolución

aproximada redescuberto en Europa no século XIX e que leva o nome de método de Horner.
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Exercicios

1.  (Tabliña de Senkereh, datada na dinastía de Hammurabi. Babilonia.) Multiplico a lonxitude

pola anchura (refírese a un rectángulo) e engádolle o exceso de lonxitude respecto da altura, o

resultado é 183. Sumo lonxitude e anchura e dá 27. Pídese saber a lonxitude, a anchura e a área.

2.  (Papiro de Berlín.  Exipto.)  Dinche que nun cuadrado de área 100 esta é igual  á de dous

cuadrados máis pequenos. O lado dun deles é a metade máis a cuarta parte do outro. Dime os

lados dos dous cuadrados descoñecidos.

3.  (Problema nº 33 do papiro Rhind. Exipto.) Se sumamos unha certa cantidade cos seus dous

tercios, a súa metade e a súa séptima parte, o resultado é 37. Dime canto vale a cantidade.

4.  (O 'Lilavati' de Bhaskaracharya. India.) Neste libro adicado

á súa filla,  prantéxalle en  versos sánscritos o  seguinte

problema: Ou rapaza, dun grupo de cisnes, os sete medios

da  raíz  cuadrada  do  seu  número  xogan  á  beira  do

estanque, e os dous que faltan pelexan amistosamente na

auga, ¿cal é o número total de cisnes?

5.  (Chiu Chang. China.)  Cinco grandes recipientes e un pequeno

recipiente teñen unha capacidade de 3 hu. Un recipiente grande e

cinco  pequenos teñen  unha capacidade de 2  hu.  Calcula  a

capacidade dun recipiente grande e dun recipiente pequeno.

6.  (Chiu Chang. China.) Unha tecelá que mellora a súa habilidade

diariamente, duplica continuamente o rendemento do día anterior.

En cinco días produce cinco chi de tela. ¿Canto produciu cada día?
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(Nota: 1 chi é aproximadamente a terceira parte do metro.)

7.  (Chiu Chang. China, todo un clásico.) Hai  un bambú de 10 chi de alto. O extremo  superior

rompeu e toca no chan a 3 chi da base do tronco. ¿A que altura se produciu a rotura?

8.  ('Hisab al-jabr w'al-muqabala' de Al-Khwarizimi. Irán.) ¿Cal é o cuadrado (é dicir, x2 ) que

sumado a dez raices ( 10 x ) dá o número 39?

¿E que nos queda deste breve paseo histórico? Primeiro,  que a resolución de

ecuacións é un tema que lle ven interesando á humanidade dende hai moito tempo,

independentemente das culturas; segundo, que son moi poucas as ecuacións que se

poden resolver mediante unha fórmula con operacións básicas; terceiro, que se se

nos presenta unha destas ecuacións, heberá que facer uso dun procedemento novo:

os métodos numéricos e os ordenadores xa nos piden paso...
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2. Repaso da folla de cálculo

Esta sección pretende refrescar os coñecementos mínimos necesarios para traballar cunha folla de

cálculo e poder facer un feliz seguemento da unidade.

Como se sabe, o aspecto visual  dunha folla de cálculo é o dun enorme casilleiro formado por

caixiñas ou celdas, cada unha delas asociada a unha dirección ou referencia que se forma coa letra

da columna seguida do número da fila na que se atopa, como por ejemplo, C15 ou BJ34. Un

agrupamento de celdas contiguas en forma rectangular chámase rango e referénciase coas direccións

da primeira e última celdas separadas por dous puntos, como A7:B15.

A información que se pode aloxar nunca celda pode ser de tres tipos diferentes:

1. de tipo texto

2. de tipo numérico

3. de tipo expresión matemática, as cales deben comenzar sempre co

símbolo  de igualdade “=” ,

En canto ós datos de tipo numérico cómpre lembrar que ás veces será necesario formatear o número

de posicións decimais que vai  presentar en pantalla. As celdas do documento  f dc. sxc están

formateadas para catro posicións decimais, suficientes para a precisión coa que imos traballar, pero

o usuario pode modificalas para outras necesidades.

A orde na que as follas de cálculo operan para producir o resultado dunha expresión matemática é a

mesma que utilizamos cando traballamos a man, tal como indica a seguinte táboa:
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Operación Operador Orde de execución

Porcentaje % 1º

Potencia ^ 1º

Multiplicación * 2º

División / 2º

Suma + 3º

Resta - 3º

Ademáis das operacións aritméticas vannos ser  de utilidade as comparacións de orde entre

cantidades:

Comparación Operador Exemplo

Menor que (<) < =4<5

Maior que (>) > =4>5

Menor ou igual que ( )� <= =4<=5

Maior ou igual que ( )� >= =4>=5

Igual que (=) = =4=5

Distinto que ( )� <> =4<>5

En cada caso, a resposta pode ser VERDADEIRO ou FALSO, valor lóxico que vai  poder ser

utilizado nas expresións condicionais que teñen o formato

=SI(condición;saída_se_verdadeiro;saída_se_falso)

Tamén nos van ser de utilidade as funcións matemáticas que poidan facer acto de presencia nas
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ecuacións que imos tratar de resolver con esta ferramenta, ou que vaiamos necesitar nos procesos

numéricos; sen ánimo de ser exhaustivos, listamos as máis frecuentes:

Función Descripción

ABS Valor absoluto dun número

PI Valor de �

RAÍZ Raíz cuadrada

EXP Función expoñencial de base natural

POTENCIA Fución expoñencial de base arbitraria

LOG10 Logaritmo decimal

LN Logaritmo natural

LOG Logaritmo de base arbitraria

SENO Seno dun ángulo dado en radiáns

COS Coseno dun ángulo dado en radiáns

TAN Tangente dun ángulo dado en radiáns

ASENO Arcoseno en radiáns

ACOS Arcocoseno en radiáns

ATAN Arcotanxente en radiáns

Nas celdas con expresións matemáticas os números poden ser substituidos por referencias a outras

celdas, as cales á súa vez deberán conter números ou outras expresións. Un aspecto fundamental é o

comportamento destas referencias cando se copian os seus contidos para transportalos a outras

celdas;  se a referencia é  relativa,  como na expresión '=2+A5',  ó copiala a outra celda,  A5

transfórmase en función da dirección da celda orixinal; en cambio, se a referencia é absoluta, como
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en '=2+$A$5', calquera copia que se faga do contido desta celda vai seguir apuntando á celda A5.

Damos por rematado este rápido repaso ás follas de cálculo. Se o alumno o considera necesario,

poderá repasar  os apuntes da asignatura de Informática ou mesmo  consultar  as axudas que

proporcionan as propias follas de cálculo.

Exercicios

1.  (Expresións numéricas.)  A  razón de ser  das follas de cálculo é a realización de cómputos

matemáticos. Como queda dito máis arriba, estas aplicacións efectúan as operacións na mesma

orde ca nós cando traballamos manualmente; o uso correcto dos parénteses é fundamental para

acadar os resultados desexados. A modo de práctica, calcula as expresións propostas na  columna

esquerda, repitindo a sintaxe na columna central (verás nela un par de exemplos) e comprobando

se obtés os resultados indicados na columna da dereita:

Expresión en

notación

convencional

Expresión na sintaxe da folla de cálculo Resultado para

efectuar a

comprobación

1�
2

3.4
=1+2/3,4

1,67

3
4 � 7�

1
9 � =3/4*(7-1/9)

5,17

1� 2
3 1

2�
1
3

4�
1
2

� 7

1,76
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Expresión en

notación

convencional

Expresión na sintaxe da folla de cálculo Resultado para

efectuar a

comprobación

� 2
5 �

3
2

0,25

� � � 2 1,09

ln�sin�
�
4

� �
-0,35

tan�
�
6

�� log2� 7�

�3243�� 2 309731,96

2.  (Expresións con referencias a celdas.) Ás veces nas expresións interveñen cantidades que temos

aloxadas noutras celdas; será o momento de facer uso das referencias nas nosas expresións. A

título de exemplo, imos facer un programa que calcule a área e volume dunha esfera de radio

dado

Paso 1. En A1, A2, A3 e A4, coloca os textos

“ESFERA”,  “Radio=” ,  “Área=”  e

“Volume=”, respectivamente.

Paso 2. Esccribe un número positivo calquera na celda B2.

Paso 3. En B3 realizaremos o cálculo da área da esfera, A� 4� r 2 , sendo o caso que r se

atopa na celda B2, debemos facer: =4*PI()*B2^2

Paso 4. En B4 calcularemos o volume da esfera, V�
4
3

� r 3 , que será: =4/3*PI()*B2^3

Paso 5. Varía o contido da celda B2 tantas veces como queiras, calculando así as características

17
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xeométricas da esfera correspondente.

Inspirándote no programa anterior, deseña programas para:

a)  calcular área, perímetro e diagonal dun rectángulo a partir da súa base e altura;

b)  calcular seno, coseno e tanxente a partir do ángulo en radiáns;

c)  calcular a forza de atracción gravitatoria entre dúas masas, F� �
m1m2

d2
, a partir

das masas (kg)  e da distancia (m)  entre os seus centros de gravidade, sendo a

constante � � 6.673	 10¯ 11 N m2
 kg2. (En notación científica, 6,673E-11)

3.  (Progresións.)  Lembrarás  de  cursos  anteriores  que  unha  progresión  aritmética  queda

determinada por dúas cantidades: o termo inicial, a0 , e a diferencia, d , de xeito que cada

termo da sucesión obtense sumándolle ó anterior a diferencia. A seguinte pauta guíache para que

constrúas unha progresión aritmética de termo inicial a0� 2 e diferencia d� 0.5 :

Paso 1. Escribe na celda A1 o termo inicial 2.

Paso 2. Escribe na celda A2 a expresión: =A1+0,5

(Con esta fórmula indicámoslle que ó contido

da celda A1 lle sume 0,5)

Paso 3. Activa a celda A2, leva o punteiro do rato ó pequeno cuadrado negro do canto inferior

dereito da celda e arrástrao cara abaixo ata chegar á celda A9 (Con isto xa tes os 10

primeiros termos da sucesión aritmética.)

Practica ti mesmo coas seguintes propostas:

a)  Calcula os vinte primeiros termos da progresión  aritmética de termo inicial

a0� � 2 e diferencia d�
2
3

.

18
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b)  Calcula todos os números que van de 0 a 5, a intervalos de 0.2; (0, 0.2, 0.4, etc.);

c)  As progresións xeométricas determínanse a partir do termo inicial, a0 , e a razón,

r , calculando cada termo da sucesión multiplicando o termo anterior pola razón.

Obtén os vinte primeiro termos da progresión xeomérica de termo inicial  a0�
1
4

e

razón r � sin�
15�

9
� .

d)  Na sucesión de Fibonacci  defínense a0� 1 e a1� 1 , calculándose os sucesivos

termos da sucesión mediante a suma dos dous anteriores, an� an� 1� an� 2 . Calcula

os vinte primeiros termos da sucesión de Fibonacci.  Esta é unha sucesión de

propiedades curiosas; infórmate na Rede sobre a biografía de Fibonacci e dalgunhas

das aplicacións desta sucesión.

4. (Representación  gráfica  de funcións.)  A  representación  gráfica de funcións é unha das

características máis útiles das follas de cálculo. A súa confección parte da construcción previa

dunha táboa de puntos � x , f � x� � a representar no plano. Para debuxar a función expoñencial

no intervalo �� 1,2� :

Paso 1. No rango que vai de A1 a A16

constrúe a progresión aritmética que

partindo do termo inicial -1, chegue

a 2 en saltos de 0.2

Paso 2. En B1 escribe a expresión     =EXP(A1), o que che dará como resultado

exp�� 1�� e� 1� 0.37
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Paso 3.  Activa a celda B1, leva o punteiro do rato ó pequeno cuadrado negro do canto inferior

dereito da celda e arrástrao cara abaixo ata chegar á celda B16. Con isto xa tes a táboa de

puntos.

Paso 4. Activa o rango A1:B16 e dálle á folla de cálculo a orde de insertar un diagrama

semellante ó da figura.

Inspirándote no anterior, representa as seguintes funcións nos intervalos que se indican:

a)  f � x�� sin� x� , x
 �0,6�

b)  f � x�� 7x� cos� 7x� , x
 �� 1,1�

5. (Ecuacións polinómicas de primeiro

grao.) Ben sabes que unha ecuación de

primeiro grao sempre se pode reducir á

forma canónica ax� b� 0, de onde se

obterá a solución despexando

x� � b
 a. Por exemplo, a ecuación

2�
3� x

4
� 5� x� 1�

é reducible a 19x� 15� 0 (compróbao), de onde x� � 15
19. Iso ten unha interpretación

xeométrica:  A solución da ecuación polinómica de primeiro grao  ax� b� 0 é o punto de

intersección da recta  g� x�� ax� b co eixo de abscisas. Aquí  arriba tes a representación

gráfica da función liñal  y� 19x� 15. ¿Ves que se corta co eixo-x en � 15
19� � 0.79 ?

Con cada unha das seguintes ecuacións, redúcea á súa forma canónica, calcula a solución exacta

e representa gráficamente a recta asociada:

a)  Utiliza a ecuación que se obtivo no problema 6 da sección 1, correspondente a un dos

20
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problemas do  Chiu Chang.

b)  
1�

x
7

2 x
7

� 1
�

3
4

6. (Ecuacións polinómicas de segundo grao.) Unha ecuación de segundo grao sempre se pode

reducir á forma canónica ax2� bx� c� 0, a partir da cal a coñecida expresión

x�
� b� � b2� 4ac

2a

daranos as solucións, reais ou complexas, da ecuación. A interpretación xeométrica neste caso é

a seguinte: As solucións reais da ecuación polinómica de segundo grao ax2� bx� c� 0 son os

puntos de intersección  da  parábola  g� x�� ax2� bx� c co  eixo  de abscisas.  Sen  máis

preámbulos,  calcula as solucións reais e representa gráficamente as parábolas asociadas ás

seguintes ecuacións de segundo grao:

a)  Utiliza a ecuación que se obtivo no problema 8 da sección 1, correspondente a un dos

problemas do  Hisab al-jabr w'al-muqabala.

b)  
x

x� x� 1�� 1
� 1

c)  x� x� 2�� � � 5� x�

d)   Fai un programa que calcule as solucións da ecuación de segundo grao a partir dos

coeficientes a , b e c. (Mira o problema 2 desta sección.)

Tras este repaso á folla de cálculo xa estamos en condicións de abordar os

métodos numéricos de resolución de ecuacións.
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3. Método de bisección

Partimos de querer  resolver  unha ecuación reducible á forma  g� x�� 0 .  Imos supoñer  que a

ecuación ten unha raíz dentro do intervalo � a0, b0� . Esta situación represéntase na Figura 1, onde a

curva representa a función y� g� x� .

É craro que a función acada o valor cero, que é tanto como dicir g� x�� 0 , cando x� r ; o cálculo

deste valor r , descoñecido a priori, é o noso obxectivo.

O primeiro paso do método de bisección é achegarse a r calculando o punto intermedio entre a0 e

b0 mediante a semisuma

m0�
a0� b0

2
.

Deste xeito dividimos o intervalo  � a0, b0�  en dous subintervalos,  � a0, m0�  e �m0,b0� , tal  como

indica a Figura 2, onde tamén observamos que un destes subintervalos contén a raíz r e o outro

non.
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Dende o punto de vista computacional, a maneira de saber que intervalo nos interesa resólvese

comparando os signos da función y� g� x� nos extremos dos segmentos; fíxate que é na raíz da

ecuación onde a curva pasa de tomar  ordenadas negativas a positivas,  polo que se verifica

g� m0�	 g� b0�� 0 , mentres que se o intervalo non contén á solución, os signos dos extremos serán

iguais, e pola regla dos signos, no noso exemplo, g� a0�	 g� m0�� 0 .

Seleccionamos o intervalo que contén a solución da ecuación, � m0, b0� , e acto seguido renomeamos

os extremos deste segmento, facendo a1� m0 e b1� b0 . O que vimos de facer é acadar un intervalo

de amplitude metade do anterior pero que tamén contén a solución da ecuación, ou o que ven sendo

o mesmo, que contén a r . Gráficamente, a nova situación ten o aspecto que se indica a Figura 3.
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Estamos agora nunha situación moi  semellante á do comenzo, pero cun intervalo máis pequeno.

Voltamos entón a calcular o punto medio do segmento de traballo,

m1�
a1� b1

2
,

de maneira que �a1, b1�  quede biparticionado en �a1, m1�  e �m1,b1� . Tal como indica a Figura 4, a

solución queda agora dentro de �m1, b1� . Nótese que tamén chegamos a esta conclusión observando

que g� a1�	 g� m1�� 0 ,  o que indica que os signos son iguais nos extremos do primeiro subintervalo,

e que  a desigualdade  g� m1�	 g� b1�� 0  indica que o contrario sucede cos extremos do segundo

intervalo.

Seguimos repetindo  os pasos  que fixemos antes,  polo  que agora temos que proceder  ó

renomeamento do intervalo de traballo, que nesta iteración terá os límites a2� m1  e b2� b1 . A
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nova situación é a que se resume na Figura 5.

O proceso continúa ata chegar a un valor do punto medio, mi , que faga que g� mi � se encontre moi

preto de a 0 ; se eleximos un valor  � � 0  tan pequeno como queiramos, poñeremos fin ás nosas

iteracións cando se verifique �g� mi ��� � .

Os procesos numéricos iterativos poden chegar  a ser  moi  tediosos, e ata impracticables, para

realizalos manualmente; neste punto é onde as ferramentas informáticas adquiren a súa verdadeira

importancia. Pero para facer  máis doada a transformación do algoritmo a unha linguaxe máis

comprensible  para a máquina,  convén  reprantexar  os  pasos  anteriores  dunha forma máis

esquemática e concisa:

1. Investigar e seleccionar os límites do intervalo inicial, a0 y b0.

Seleccionar tamén o erro admisible � � 0 .

2. Na  iteración i 
 �0,1,2,...� do  algoritmo,  calcular  os  valores

mi� � ai� bi � 
 2 , g� ai � , g� bi � e g� mi � .

3. Seleccionar o seguinte intervalo de traballo: � ai � 1 ,bi � 1�� � mi ,bi �

se resulta que  g� ai �	 g� mi �� 0, e � ai � 1 ,bi � 1�� � ai ,mi � no caso de

que sexa falsa a desigualdade.

4. Se �g� mi ��� � , o resultado será r � mi e damos por finalizado o

cálculo. En caso contrario, imos ó paso 2 e seguimos co proceso.
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Exemplo (Ver documento f dc. sxc, folla Bi secci ón). Resólvese polo método de bisección a

ecuación polinómica de quinto grao

2 x5� 10 x3� 4 x²� 17x� 23� 0.

O primeiro paso consistente en atopar o intervalo inicial  que conteña a solución; pódese facer en

ensaios sucesivos mediante representancións gráficas da función; no rango A10:B16 faise unha

táboa de puntos que logo se representan á dereita, escollendo un intervalo no que vexamos que a

curva corta á recta y� 0.  É doado ver que en �� 3,� 2� hai unha raíz. Eleximos tamén na celda A20

un valor � � 0.0010  que será a diferencia máxima que admitimos entre cero e o valor absoluto do

polinomio.

Os cálculos desenvólvense no rango A24:H37. Na columna A  vaise indicando o número de

iteración, comenzando coa inicial a 0. As cabeceiras das columnas indican que é o que se calcula en

cada paso.  Nótese como na primeira iteración  a0  e  b0  iguálanse directamente a -3 e -2,

respectivamente, calculando ó seu carón os valores correspondentes que toma a función g� x� . Na

celda F24 calcúlase o punto medio do intervalo por medio da función PROMEDIO xunto coa súa

imaxe na celda G24. Finalmente, en H24, avaliamos se se cumpre a condición de parada mediante o

condicional

SI(ABS(G24)<$A$20;"¡¡¡listo!!!";"non listo"),

onde a desigualdade compara o valor absoluto da imaxe do punto medio, ABS(G24), co valor de �

que se encontra en A20, celda ésta referenciada de xeito absoluto (¿por que?). Se a desigualdade é

verdadeira, a expresión devolve a cadea “ ¡¡¡listo!!!” , co que o proceso remata, e de non acadarse esta

condición de parada, devolverá a cadea “non listo” .
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Xa na iteración 1, a novedade está na actualización de a1  e b1 ;  no caso de a1 , facemos

SI(G24*C24>0;F24;B24),

que indica que se o producto g� m0�	 g� a0� é positivo, o extremo esquerdo do novo intervalo será

a1� m0 ,  e a1� a0  en caso contrario. De xeito similar actualízase o extremo dereito do intervalo de

traballo (investíguese). A partir de agora só hai  que copiar o rango A25:H25 cara abaixo ata que

vexamos un “ ¡¡¡listo!!!”  na derradeira columna. Este proceso necesita 13 iteracións para chegar á

solución r � � 2.7280.

Exercicios

1.  (A voltas coa ecuación 2 x5� 10 x3� 4 x²� 17x� 23� 0. )  Seguindo co mesmo exemplo do

documento  f dc. sxc,  esta ecuación  non  ten  unha única raíz.  Aproveitando  a folla xa

programada é doado atopar novas solucións sen máis que cambiar o contido de tres celdas:

primeiro buscamos un intervalo no que a ecuación teña outra solución, para o que aproveitamos

o código do rango A10:B16 (suxerencia:  introduce -1 en A10), co que automáticamente se

actualiza toda a táboa de valores emailo gráfico, onde verás que no intervalo �1,1.5� hai outra

raíz; segundo, actualizamos os valores iniciais  a0  e b0   (suxerencia: introduce 1 en B24 e 1.5

en D24). Ben, semella que 1.0681 é outra solución para a nosa ecuación de quinto grao. As

raíces -2.7280 e 1.0681 non esgotan as solucións reais posibles desta ecuación: busca ti máis.

Deste exercicio extráese unha conclusión: a raíz devolta polo

algoritmo do método de bisección depende únicamente do

intervalo inicial � a0,b0� .
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2.  (Procedemento para resolver outras ecuacións.) Imos ver que cambios temos que introducir na

folla de cálculo para cambiar  a ecuación de traballo. Prantexámonos agora a resolución da

ecuación cúbica 36x3� 2119x� � 714.  O seguinte proceso permitiranos obter as súas raíces:

Paso 1. Cambia a expresión da celda B10 pola correspondente a g� x�� 36 x3� 2119x� 714 : 

=36*A10^3-2119*A10+714

Paso 2.  Copia a fórmula de B10 cara abaixo ata cubrir  o rango B10:B16,  desta maneira

borramos da tabla todo vestixio da ecuación anterior.

Paso 3. Selecciona en A10 o primeiro punto da táboa. Por exemplo escribindo nesta celda o

valor 0, observarás no gráfico unha solución no intervalo � 0.2,0.4� .

Paso 4. Actualiza o intervalo inicial; seguindo co exemplo, podes introducir en B24 o valor 0.2 e

na celda D24 o número 0.4.

Paso 4. Borra todo canto haxa na fila 26 e por debaixo dela.

Paso 5. Copia a fórmula que escribiches en B10 nas celdas: C24, C25, E24, E25, G24 e G25.

Paso 6. Activa o rango A25:H25 e cópiao cara abaixo ata que na columna H apareza un

“ ¡¡¡listo!!!” ; seguindo co exemplo, na iteración 16 acadarás a solución 0.3376.

Esta ecuación cúbica ten tres raíces reais; atopa ti as outras dúas.

3.  (Ecuacións non polinómicas.) Ata o de agora fíxose especial fincapé nas ecuacións polinómicas,

que son todas aquelas reducibles á forma canónica

an xn� an� 1 xn� 1� � � a3 x3� a2 x2� a1 x� a0� 0.

Destas ecuacións aprendimos que cando o seu grao é menor ou igual  a catro, n� 4, existen

métodos alxebraicos de resolución, anque poidan ser algo complicados nos casos das ecuacións

cúbicas e cuárticas, n� 3 e n� 4, respectivamente. Tamén aprendimos que nos casos en que

n� 5, sábese dende o século XIX  que non hai  método alxebraico finito posible, e que só
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métodos iterativos como o de bisección poden dar conta delas. A  importancia das ecuacións

polinómicas é dobre: histórica, xa o vimos na sección 1, e teórica, pois os esforzos conducentes á

resolución destas ecuacións deu lugar ó nacemento da Teoría de Grupos (¿recordas a Galois?),

que hoxe ten aplicacións en campos tan alleos (ou non tan alleos) como a resolución do cubo de

Rubik, a Teoría de Números, a Xeometría, a Química, cristalografía ou a Física de partículas.

Pero as polinómicas non esgotan o campo das ecuacións, xa que non son poucos os casos nos

que as funcións expoñenciais, logarítmicas ou trigonométricas interveñen en problemas reais. A

efectos de familiarizarte con estas situacións, resolve polo método de bisección as seguintes

ecuacións non polinómicas, atopando para cada unha delas alomenos unha solución:

a)  5x� 2x

b)  x� 2cos� x�� 1

c)  1� sin� x�� 2x� ln� x�

4.  (Importancia de escoller un intervalo inicial axeitado.) Na celda B25, o código

SI(G24*E24>0;F24;D24)

controla a actualización dos sucesivos valores de ai , e na celda D25, o código controla os

sucesivos valores de bi . Ambos condicionais represéntanse nos seguintes diagramas de fluxo:

           SI(G24*C24>0;F24;B24) SI(G24*E24>0;F24;D24)
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a)  No gráfico de aquí ó lado debuxa unha curva

dentro do intervalo  � ai ,bi � que cumpla as

condicións

g� mi �	 g� ai �� 0
g� mi �	 g� bi �� 0

e que só corte ó eixo de abscisas nun único punto.

b)  Neste outro gráfico debuxa unha curva dentro

do  intervalo  � ai ,bi � que  cumpla  as

condicións

g� mi �	 g� ai �� 0
g� mi �	 g� bi �� 0

¿cal  sería entón o próximo intervalo  � ai � 1 ,bi � 1� segundo os diagramas de fluxo

anteriores? Interpreta este resultado.

c)  Por  último, neste outro debuxa unha curva

dentro do intervalo  � ai ,bi � que cumpla as

condicións

g� mi �	 g� ai �� 0
g� mi �	 g� bi �� 0

¿cal  sería entón o próximo intervalo  � ai � 1 ,bi � 1� segundo os diagramas de fluxo

anteriores? Interpreta este resultado.
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O intervalo inicial  � a0 ,b0� debe ser tal  que nel  debe haber

necesariamente unha única solución á ecuación proposta,  en

caso contrario poderíamos caer nun bucle infinito sen maneira

de saír del, e nunca atoparíamos a solución buscada.

Experimenta ti mesmo escollendo intervalos ilegais dos que se fala nos apartados b) e c).

5.  (Aplicación  a  un  problema  físico.)  A  velocidade  dun  móbil  obedece  á  ecuación

v� t �� te� t�
1
t

, onde o tempo t ven dado en segundos e a velocidade en m/s. Calcula polo

método de bisección en que instante o móbil acada a velocidade de 0.41 m/s.

6. ! (Outro criterio de parada.) Na celda H24 o código

SI(ABS(G24)<$A$20;"¡¡¡listo!!!";"non listo")

controla se a solución acadada en certa iteración verifica a condición �g� mi ��� � , isto é, se o

valor que toma a función g no punto medio mi , está suficientemente perto de cero, onde o

termo  suficientemente queda determinado polo erro admisible � .  Pero esta non é a única

condición coa que podemos traballar; outra posibilidade é parar o algoritmo cando se verifique

que a diferencia entre as dúas últimas solucións se diferencien en valor absoluto unha cantidade

menor ca � , ou sexa, cando se verifique �mi� mi � 1�� � . Modifica calquera dos exercicios

que fixeches nesta sección para que a condición de parada sexa esta última.

31



RESOLUCIÓN NUMÉRICA DE ECUACIÓNS

4. Método de Newton

Queremos resolver a ecuación g� x�� 0.  En lugar de fixar un intervalo inicial  que conteña á raíz,

como no método de bisección, a técnica ideada por Newton parte dunha solución candidata inicial

x0  e ir achegándose á solución r  en sucesivas iteracións. A situación inicial é a que se representa

na Figura 6.

Se utilizamos un método numérico para resolver esta ecuación é porque a súa resolución alxebraica

ou é complicada ou imposible. A estratexia seguida polo método de Newton consiste en substituir

esta ecuación por outra que sexa liñal, ou de primeiro grao, e que aproxime localmente á ecuación

g� x�� 0.

Esta aproximación liñal  acadámola obtendo a ecuación da recta tanxente a y� g� x�  no punto de

coordenadas � x0, g� x0� � .  A pendente desta recta é, evidentemente, g' � x0� , a derivada da función

en x0 ,  o que xa nos indica que o método de Newton só é aplicable cando g  é derivable. Ben, pois

a ecuación desta recta tanxente é

y� g� x0�� g' � x0� � x� x0� ,

que xunto coa propia curva y� g� x�  vese representada na Figura 7.
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Esta recta tanxente corta ó eixo de abscisas (eixo-x) no punto x1 , que se calcula facendo y� 0  na

ecuación da recta e despellando x , o que dá (compróbao)

x1� x� x0�
g� x0�

g' � x0�
.

O que se fixo foi  resolver unha sinxela ecuación de primeiro grao que ten unha solución, x1 ,

próxima á de g� x�� 0.

Agora esquecémonos de x0  e repetimos os cálculos con x1 ,  obtendo primeiro a recta tanxente a

y� g� x�  que pasa polo punto � x1, g� x1� � , que é 

y� g� x1�� g' � x1� � x� x1� ,

e calculando despois a súa intersección co eixo de abscisas,

x2� x� x1�
g� x1�

g' � x1�
,

situación que se recolle na Figura 8.

Este proceso  continuaría calculando  sucesivas aproximacións  x3, x4...  ata que se cumpla a
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condición de parada �g� xi ��� � ,  sendo � � 0  unha pequena cantidade positiva que establecemos

como erro admisible.  Como queda dito,  resolvemos unha ecuación problemática mediante as

resolucións sucesivas de ecuacións liñais.

Co ánimo de utilizar novamente as ferramentas informáticas, resúmense a  continuación os pasos do

método de Newton de xeito esquemático.

1. Investigar  e seleccionar  unha solución candidata inicial  x0.

Seleccionar tamén o erro admisible � � 0 .

2. Na iteración  i 
 �0,1,2,...�  do algoritmo,  calcular  a seguinte

solución candidata xi � 1� xi�
g� xi �

g' � xi �
.

3. Se  �g� xi � 1��� � ,  o  resultado  será  r � xi � 1  e  damos por

rematado o proceso. En caso contrario, imos ó paso 2 e seguimos

coas iteracións.
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Exemplo (Ver  documento  f dc. sxc,

folla Newt on). Resólvese polo método

de Newton a ecuación

sin� x��
1

2x
.

Esta expresión  pódese transformar  á

forma  g� x�� 2� x� sin� x�� 0

(compróbao ti  mesmo).  Posto que no

método  de  Newton  necesítase  a

derivada da función  g , terase que

calcular,  tal  como  está indicado  no

propio documento fdc.

Se no método de bisección había que

partir  dun  intervalo  inicial,  neste

abonda con  atopar  un x0 que estea

preto da solución ó noso problema; este proceso de búsqueda faise máis doado construindo unha

táboa como a do rango A10:B16. Tal  como indica a gráfica, semella que o punto x0� 0.6 pode

ser un bo punto de partida. Igual  ca no caso da bisección, aquí tamén eliximos na celda A20 un

valor � � 0.0010 .

É no rango  A24:E26 onde se realizan os cálculos; na columna A vanse contando as iteracións, e

nas sucesivas gárdanse os valores das solucións candidatas xi que se van obtendo, os valores
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g� xi � , os das súas derivadas,  g' � xi � , e finalmente o control  de final  de procedemento.

Comproba cómo na celda C24 se calcula o valor da función e na D24 o da súa derivada, sendo o

control  da celda E24 do mesmo estilo que o utilizado no caso da bisección. Para este exemplo, o

método de Newton tan só necesita 2 iteracións para atopar a solución r � 0.6762.  A rapidez coa

que o  método de Newton atopa a solución é a ventaxa que aporta fronte ó de bisección,

normalmente de converxencia máis lenta.

Exercicios

1.  (Máis solucións para a ecuación sin� x�� 1
2x .) Busca puntos iniciais x0 alternativos que

permitan calcular outras solucións desta ecuación, recordando que para buscar noutros intervalos

coa tabla do rango A10:B16 abonda con cambiar só o número da celda A10. Por certo, ¿cantas

solucións ten a ecuación?

2.  (Máis ecuacións.)  Nos problema 2 e 3 da sección anterior  aprendeches a resolver  novas

ecuacións polo  método  de bisección;  non  deberías ter  agora dificultades para facer  as

modificacións necesarias para resolver polo método de Newton estas outras ecuacións:

a)  x7� x5� 2� x6

b)  x� 5� ln� x�

Nota: Abonda con que obteñas unha solución para cada ecuación. Lembra que terás que calcular a

man as derivadas das respectivas funcións g� x� .

3.  (Selección do punto inicial.) Unha das ventaxes do método de bisección é que sempre converxe

á solución da ecuación se esta se atopa dentro do intervalo inicial. O método de Newton pode

quedar atascado e producir un fallo se atopa unha solución candidata xi na que se anule a
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derivada, ¿por que? Cando ocorre este problema, a solución naïf será a selección dun novo valor

inicial x0 .

4.  (O método de Herón.) A solución da ecuación x2� a non é outra cousa que a raíz cuadrada de

a. Considera a función g� x�� x2� a e comproba que a fórmula de recurrecia do método de

Newton pódese reducir neste caso a

xi � 1�
1
2 � xi�

a
xi

�
Calcula tamén, ben sexa coa axuda da folla de cálculo, unha calculadora ou simplemente a man,

a raíz cuadrada de 2, partindo do candidato inicial  x0� 1. Curiosamente, este era o método

utilizado por Herón de Alexandría (s.I  DC) para obter raíces; aínda hoxe se utiliza no software

das máquinas calculadoras para calcular raíces cuadradas.

5.  (A variante de von Mises.) Comentouse no exercicio nº 3 o problema de atopar un g' � xi �� 0.

Hai varias técnicas para evitar este problema, e unha delas débese a von Mises; o truco consiste,

sen máis, en substituir en cada iteración o denominador g' � xi � por g' � x0� . Gráficamente,

con este cambio se substitúen as tanxentes por paralelas á primeira tanxente. Modifica calquera

apartado do exercicio nº 2 desta sección para que se execute esta variante.

6. ! (A variante da secante.) Outro dos problemas que pode presentar o método de Newton é que a

derivada g' � x� non sexa doada de obter a man, polo que se pode seguir  a estratexia de

substituir a tanxente por unha secante que a aproxime. Ben sabes que a definición da derivada da

función g no punto xi é

g' � xi �� limx� xi

g� xi �� g� x�

xi� x
,

polo que unha aproximación razoable pode consistir en eliminar o límite e substituir no membro
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da dereita o  x por un valor o suficientemente perto de xi , como por exemplo xi � 1.

Obtén a expresión correspondente para o cálculo xi � 1 e programa unha folla de cálculo que

realice esta variante do método de Newton.

7.  (Unha aplicación real.) Tomando certas hipótesis restrictivas, como que unha poboación crece

de forma continua no tempo e que nela non hai mortalidade, o número de individuos en función

do tempo pódese modelar mediante

N � t �� N0	 e� t�
v
�
	 � e� t� 1� ,

onde N0 é a poboación inicial, v  un coeficiente que da conta da inmigración absorbida na

unidade de tempo e  � a constante de crecemento poboacional.  Se nunha poboación que

inicialmente ten un millón de individuos e cara á que emigran 435.000 individuos cada ano, se

transcorrido o primeiro ano o número de individuos ascendeu a 1.564.000, ¿cal será a razón de

crecemento � desta poboación?

8.  (Outra aplicación real.)  Nos cálculos sobre tuberías hidráulicas é necesario calcular  certo

coeficiente F para establecer, por exemplo, o tipo de bomba necesaria para crear un caudal

determinado. A ecuación de Colebrook é a que se utiza nestes casos, a cal toma a forma

F� � 2 log10� 2.51F
R �

se se pode considerar que as paredes internas da tubería están suficientemente pulidas. O valor

R que aparece na ecuación  chámase número  de Reynolds,  o  cal  é adimensional  e

normalmente coñecido. Aplica o método de Newton para calcular  o coeficiente  F cando

R� 200000.

9.  (Outro criterio de parada.) No problema nº 6 da sección anterior presentouse outro criterio de
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parada do algoritmo de bisección, o cal tamén pode ser aplicado ó de Newton; así, en lugar de

esperar a que se cumpra a condición �g� xi � 1��� � ,  podemos dar por rematado o proceso cando

se verifique � xi � 1� xi�� � .  Non rematan aquí os criterios de parada. Un dos máis empregados é

o do cambio relativo das solucións candidatas entre dúas iteracións consecutivas, de xeito que se

dará por rematado o proceso cando se verifique a desigualdade

� xi � 1� xi

xi � 1
�� � .

Modifica o exercicio nº4 desta sección para que a condición de parada sexa esta última.

10.! (O método de Newton e o desenrolo de Taylor.)  Baixo condicións de derivabilidade e

continuidade, a función g� x� pode ser aproximada polo polinomio de Taylor de n-ésimo grao

g� x�� �
k� 0

n g� k� � a�
k�

� x� a�k

onde g� k� � a� é a k-ésima derivada da función  g� x� no punto x� a. Esta aproximación

polinómica é tanto mellor canto máis preto estean x e a.

a)  Demostra que o polinomio de Taylor de primeiro grao da función g� x� é

g� x�� g� a�� g' � a� � x� a� (I)

b)  Nós  vimos  representando  as  nosas  ecuacións  mediante  igualdades  do  tipo

g� x�� 0. Á vista da ecuación (I), demostra que

x� a�
g� a�
g' � a�

(II)

c)  Se a é unha aproximación á raíz da ecuación g� x�� 0 nalgunha iteración de

certo algoritmo de búsqueda,  a� xi , podemos obter unha nova aproximación se

facemos x� xi � 1 na ecuación (II). Deduce de ahí a regla do método de Newton.
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11. (Problemas de optimización.) Non son infrecuentes as situacións nas que hai que maximizar un

beneficio ou minimizar un risco ou tempo de execución dunha obra; este tipo de problemas,

xeralmente coñecidos como de optimización, son moi  frecuentes no mundo da industria e da

xestión empresarial. En xeral, estes problemas se reducen matemáticamente a calcular os puntos

extremos, máximos ou mínimos, de certas funcións y� f � x� , e ti  xa debes saber a estas

alturas que moitas destas situacións resólvense igualando a primeira derivada de f  a cero,

resolvendo a ecuación resultante e comprobando via segunda derivada que a solución é un

máximo  ou  mínimo.  O  caso  é que as ecuacións resultantes poden  ser  de natureza o

suficientemente complexa como para non poder seren resoltas a man, o que nos leva outra vez ós

métodos numéricos. A función f � x�� x4� 4 x3� x� 2 ten dous mínimos relativos, calcúlaos

utilizando a folla de cálculo facendo uso do método de Newton; ¿cal  dos dous é o mínimo

global? 

12. (Máis extremos de funcións.) Utilizando a folla de cálculo e polo método de Newton, calcula:

a)  o mínimo da función y� x6 ln� x� ,

b)  un extremo relativo  da función  y� 3sin4 x� sin�3� x� (ollo  co dominio);  ¿é

mínimo ou máximo relativo o valor que calculaches?

13. (Un problema máis real do que pensas.) Un préstamo de A € debe ser devolto mediante n

mensualidades de  M € cada unha,  comenzando ó mes seguinte ó do préstamo.  Pódese

demostrar que se o interés mensual é r , medido en tanto por un, entón verifícase a igualdade

Ar � M �1�
1

�1� r �n � .
Un préstamo de 10000 € para un coche é devolto en 60 pagos mensuais de 250 €. Utiliza o

método de Newton para saber o interés que lle cobra o banco ó cliente.
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14.! (Tarefa de repaso para as vacacións de verán.) O método de Newton ten unhas posibilidades

que exceden ás dos outros dos algoritmos que se presentan nesta unidade; imos ver aquí unha

delas.  Ata o de agora só utilizamos os métodos numéricos para obter  as raíces reais das

ecuacións e nada fixemos para ver de atopar as complexas. O método de Newton permite facer

isto utilizando a mesma expresión

zi � 1� zi�
g� zi �

g' � zi �
,

pero onde agora os  zi van ser  números complexos,  incluido o candidato inicial  z0.

Lembrarás que un número complexo é da forma z� x� y j , sendo x e y as súas partes

real e  imaxinaria,  respectivamente,  e representando  j � � � 1 a unidade imaxinaria.  Imos

estudiar o caso da ecuación polinómica z3� 1� 0, que ten por raíces o número real  1 e os

números complexos conxugados � 1
2� � 3
 4 j e � 1
2� � 3
 4 j. Así pois temos a función

g� z�� z3� 1 e a súa derivada g' � z�� 3z2 , de xeito que

zi � 1� zi�
zi

3� 1

3zi
2

.

a)  Se para realizar os cálculos facemos zi � 1� xi � 1� yi � 1 j e zi� xi� yi j , comproba

que en cada nova iteración do método de Newton, a parte real é

xi � 1�
2 xi

3
�

xi
2� yi

2

3�� xi
2� yi

2�2� 4 xi
2 yi

2�

e que a parte imaxinaria ven dada porque

yi � 1�
2 yi

3
�

2 xi yi

3�� xi
2� yi

2�2� 4 xi
2 yi

2�

b)  Na folla Newt on C do documento f dc. sxc verás a programación deste proceso:
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na celda A8 está o erro que asumimos e nas celdas B13 e C13 colocamos as partes

real  e imaxinaria da solución candidata inicial  z0� x0� y0 j , que no exemplo está

fixada en � 2� 3 j ; logo, nas celdas B14 e C14 están as fórmulas que acabas de

comprobar  no apartado anterior,  e finalmente, arrastrando o rango A14:C14 cara

abaixo, habemos de obter unha das tres raíces que xa sabemos que ten esta ecuación:

1, � 0.5� 0.866 j ou � 0.5� 0.866 j. Agora completa o cadro seguinte aplicando

o algoritmo de Newton con diferentes solucións iniciais z0 e indicando o punto de

converxencia:

z0 1 � 0.5� 0.866 j � 0.5� 0.866 j

� 2� 3 j �

2� 3 j

� 2� 3 j

2� 3 j

4� 4� 0 j

3 j � 0� 3 j

O número complexo z� x� y j represéntase no plano situándoo no punto de coordenadas

� x , y� . Imaxina o seguinte experimento mental: asocia cada punto do plano cunha solución

candidata inicial z0 e fai  funcionar  o algoritmo ata chegar  a unha das tres solución:  se a

solución é 1 pinta o punto de vermello, se a solución é � 0.5� 0.866 j píntao azul, e se é

� 0.5� 0.866 j píntao verde. ¿Que debuxo terías no plano? Pois

verías isto de aquí ó lado.

Acabas de facer unha incursión no fascinante mundo da xeometría

fractal;  non é este o lugar  para falar  dela,  pero atoparás moita
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información e imaxes en Internet.

Dos tres métodos de resolución numérica de ecuacións de que

trata esta unidade, o de Newton é o máis importante e efectivo.

Aquí vimos como se utiliza para o cálculo das raíces reais e

fixemos  un  esbozo  sobre  a  súa  aplicación  no  caso  das

complexas. Non acaba aquí a súa utilidade, xa que tamén hai

unha versión matricial deste algoritmo que permite a resolución

de sistemas de ecuacións non liñais cun número arbitrario de

incógnitas. Pero convén non esquecer dous problemas que se

poden presentar  e que xa se trataron nalgúns dos exercicios

anteriores: a posible aparición de denominadores nulos e o feito

de que algunhas funcións poden ser engorrosas de derivar.
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5. Método da Regula Falsi

Este último método pódese considerar tanto unha variación da técnica de bisección como da de

Newton. Coma sempre, queremos resolver a ecuación g� x�� 0,  e de xeito semellante a como se

fixo no método de bisección,  detectaremos previamente un intervalo  � a0, b0�  que conteña a

solución.

O seguinte paso consiste en calcular a recta secante da curva y� g� x�  que pasa polos puntos

� a0 ,g� a0� �  e � b0 ,g� b0� � ,  que podes comprobar é

y� g� b0��
g� b0�� g� a0�

b0� a0

� x� b0� ,

tras o cal calcularase a súa intersección co eixo de abscisas; así, facendo y� 0 na ecuación anterior

obtemos

x0� b0�
g� b0� � b0� a0�

g� b0�� g� a0�
.

É neste último paso onde está a variante do método de Newton, substituindo a tanxente pola secante

recén descrita. Atopámonos agora na situación que indica a Figura 9.
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O punto x0 divide o intervalo � a0, b0�  en dous subintervalos, � a0 , x0�  e � x0 ,b0� ,  que en xeral non

terán igual  lonxitude. Debemos identificar cal  deles contén a solución r , para o cal  seranos útil  a

experiencia acadada no método de bisección;  así,  saberemos que  r 
 � a0 , x0� se é certo que

g� a0�	 g� x0�� 0, e que r 
 � x0 ,b0� no caso contrario. No noso exemplo gráfico, é evidente que o

seguinte intervalo de traballo será � a1 ,b1�� � x0 ,b0� .  Con este novo segmento voltaremos a calcular

a secante que une os puntos � a1 ,g� a1� �  e � b1 ,g� b1� � ,  así como a súa intersección co eixo de

abscisas,

x1� b1�
g� b1� � b1� a1�

g� b1�� g� a1�
.

Esta nova situación é a indicada na Figura 10.

Como no método de Newton, reducimos unha ecuación máis ou menos complicada por  unha

secuencia de ecuacións liñais,  pero onde antes había unha tanxente, agora atopámonos cunha

secante. Este método pode ser utilizado cando a expresión da función derivada g' � x� é complexa

de traducir a unha linguaxe de programación, como o utilizado por unha folla de cálculo.

Como en casos anteriores, esquematizamos o procedemento para traballalo computacionalmente:
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1. Investigar e seleccionar os límites do intervalo inicial, a0 y b0.

Seleccionar tamén o erro admisible � � 0 .

2. Na  iteración i 
 �0,1,2,...� do  algoritmo,  calcular  os  valores

xi� bi�
g� bi � � bi� ai �

g� bi �� g� ai �
 e g� xi � .

3. Se �g� xi ��� � ,  o resultado será r � xi  e damos por rematado o

proceso.  En caso contrario,  imos ó paso 2  e seguimos cos

cálculos.

No documento f dc. sxc se materializa este algoritmo. 

Exercicios

1.  (Expresión alternativa para a fórmula de recurrencia.) Demostra que a expresión para calcular

xi polo método da Regula Falsi é equivalente a 

xi�
ai g� bi �� bi g� ai �

g� bi �� g� ai �

2.  (Construcción de oleoducto.) Unha plataforma de

petróleo  dista 7  km  da costa,  sendo  necesario

construir  un  oleoducto  dende  esta  ata  unha

refinería situada xusto na liña de costa. Tal  como

indica o debuxo, hai 15 km dende a refinería ata o

punto de terra frente ó que se atopa a plataforma. O
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oleoducto debe ir parte por terra e parte polo mar, segundo amosa a liña de trazo ancho. O custo

en € da construcción terrestre ven dado pola expresión

f t � x�� 1900 x1.3 ,

mentres que o custo da instalación da tubería polo fondo do mar, tamén en €, é

f m� y�� 3150 y1.5 ,

onde tanto  x como  y mídense en km. Mediante a anulación da primeira derivada da

función de custo, utiliza a folla de cálculo para deducir polo método da Regula Falsi  cal  é o

trazado que lle hai que dar ó oleoducto para que o gasto económico sexa mínimo.

3.  (A voltas coa hidráulica.) No exercicio nº 8 da sección anterior tratouse o cálculo de certo

coeficiente F nun problema de enxeñería hidráulica. O certo é que aquel  enunciado estaba

retocado para que fose sinxela a aplicación do método de Newton. O prantexamento real  é o

seguinte: o coeficiente a calcular é o factor de fricción f , e a ecuación de Colebrook é 

1

� f
� � 2 log10� k

3.7d
�

2.51

R� f �
onde

k : rugosidade da cara interna da tubería (mm)

d : diámetro interno da tubería (mm)

R : número de Reynolds (adimensional)

Calcula polo método da Regula Falsi  canto vale o coeficiente de fricción da tubería para os

valores k� 0.25 mm, d� 300 mm e R� 200000.

4.  (Un problema xeométrico.) ¿Cal  é a abscisa do punto da curva y� ln� x� máis próximo á

orixe de coordenadas?

5. ! (Outro problema xeométrico.) A circunferencia da figura ten radio unidade e o arco maior que
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une os puntos A e B ten lonxitude dobre da que ten a corda AB. Calcula a

lonxitude da corda.

Autor: Mario Rodríguez Riotorto
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