RESOLUCION NUMERICA DE ECUACIONS

Resolucion numeérica de

ecuacions

Autor: Mario Rodriguez Riotorto



Indice

Seccidn
0. Observaciéns pedagOxicas
1. Historia das ecuacions
2. Repaso dafollade calculo
3. Método de hiseccion
4. Método de Newton

5. Método da Regula Falsi

RESOLUCION NUMERICA DE ECUACIONS

13

22

32



RESOLUCION NUMERICA DE ECUACIONS

0. Observacions pedagoxicas

Esta unidade didactica esta pensada para ser traballada por alumnos de Bachalerato na asignatura
Métodos Estatisticos e Numéricos. Os documentos que se inclten son dous:

1. Arquivo f dc. sxc, que € un documento consistente nunha folla de calculo que
contén catro libros: Bi secci 6n, Newt on, Newt on CeRegul a Fal si .

2. Arquivo ud. sxw, que € un documento de texto que contén esta informacién e no
que se desenrola toda a unidade; ten un total de seis capitulos. o primeiro,
numerado co cero e titulado Observacions pedagéxicas, esta dirixido 6 profesor,
mentres que 0s outros cinco, numerados de 1 a 6, conforman as diferentes seccions
atraballar nesta unidade.

Estes documentos foron elaborados coa aplicacion ofimatica free software OpenOffice 1.1,

descargabl e gratuitamente dende www.openoffice.org.

En lifias xerai's, prantéxanse acadar con esta unidade os seguintes obxectivos:

a) Cofiecer os algoritmos numéricos para a resolucion de ecuacions.

b) Demostrar a utilidade do ordenador e da folla de cllculo para executar procedementos
iterativos.

c) Profundizar na préctica e uso dafollade célculo.

d) Situar os algoritmos aproximativos nun contexto histérico.

€) Convencer 6 alumno do caracter instrumental das ecuacions.

f) Comprender a necesidade dos métodos numeéricos de resolucién de ecuacions.
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Os conceptos que se presentan nesta unidade son:
a) Historiadas ecuacions. A slainvestigacion nas distintas civilizacions.
b) Imposibilidade de atopar formulas resol utivas para todas as ecuacions.
c) Operacions aritméticas e funciéns nas follas de célculo.
d) Interpretacion gréfica das solucions das ecuacions.
€) Fundamentos e programacion do método de biseccion.
f) Fundamentos e programacion do método de Newton.
g) Fundamentos e programacion do método da Regula Falsi.
h) Criterios de parada do algoritmo.
i) Dificultades de aplicacion dalguns métodos numéricos.

j) Ampliacions do método de Newton: soluciéns complexas e multivariantes.

Dado o carécter practico do tema a tratar, 0s aspectos procedimentais forman o nlcleo desta
unidade:
a) Practicar o uso dafollade célculo.
b) Alterar os programas feitos na folla de calculo para experimentar variantes dos algoritmos.
¢) Resolucion de ecuacions pol os tres métodos.
d) Resolucion de problemas contextualizados que dan lugar a ecuacions.

€) Resolucion de problemas de optimizacion.

As actitudes que se pretenden fomentar no alumnado que traballe con estas unidades son:

a) Apreciar 0 uso constructivo do ordenador pararesolver problemas.
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b) Vaorar as ecuacions como unha ferramenta mateméatica que trascende o tempo (sentido
historico) e o espacio (sentido intercultural).
c) Vaorar atradicion histérica e cientifica & que pertencen individuos doutras culturas.
d) Fomentar a curiosidade polo que se deu en chamar Matematica Aplicada.

€) Adquirir a sensacion de que “agora xa non hai ecuacién que se me resista’.

Esta unidade didactica non foi pensada para ser impartida mediante unha metodoloxia concreta: o

material esta ahi e cada quén é libre de utilizalo en funcion dos seus aumnos, intereses, tempo

disporiible, etc. Os exercicios, nos que os de méis dificil execucién estan marcados co simbolo I

poden ser realizados individua mente ou en grupo, segundo o estilo pedagoxico do profesor.

Unha suxerencia que non debe caer en saco roto € a de manter sempre unha copia de seguridade do
documento f dc. sxc, o cal seraaconsellable non modificar directamente en ninglin caso; asi, se se

fai unha desfeita durante arealizacion dun exercicio, sempre se podera volver 6 documento inicial.
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1. Historia das ecuacions

A resolucion de ecuacions é materia de estudio que compete & Alxebra. Xa dende os seus primeiros
balbuceos intelectuais, o home tivo necesidade de calcular cantidades que cumplisen certas

condicions.

Por pofier unha data de comenzo, a Matemética nace cos sumerios, quenes xa introducen o sistema
sexaxesimal de numeracién ald polo 3000 AC. Os babilonios, herdeiros desta cultura, nos deixaron
tabliflas de barro datadas no periodo do Imperio Antigo, entre 1900 e 725 AC, onde xa se
prantexaban e resolvian problemas que daban lugar 6 que hoxe chamariamos ecuaciéns de primeiro
grao e de segundo grao incompletas. Noutra tablifia da época de Hammurabi, chégase a resolver un

problema xeométrico mediante un sistema de segundo grao con duas incognitas.

Tamén os exipcios, agrimensores e arquitectos onde os haxa,
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& polos babilonios debido a que usaban un sistema de numeracién pouco

= dficiente.

' Papiro Rhind

Os gregos mantiveron unha relacion estreita cos exipcios. A aportacion grega a Matemética foi o

formalismo axiomatico e a xeometria, que daria como froito os Elementos de Euclides de
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Alexandria (aprox. 300 AC). Pero moitos dos problemas xeométricos que 0S gregos encararon se
expresarian hoxe en termos axebraicos, e xeométricamente era como eles os resolvian. Unha
excepcion a este enfoque foi a de Diofanto (aprox. 250 DC), quen na slia obra Arithmetica resolve
ecuacions determinadas (cunha soa solucion) e indeterminadas (con mais de unha solucion), tanto
de primeiro como de segundo grao, asi como sistemas. Outro dos méritos de Diofanto foi o de
introducir algo de simbolismo nas stas exposicions, dando comenzo asi & Alxebra Sincopada, frente
a anterior, cofiecida polos historiadores da Matemética como Alxebra Retérica, na que os métodos

de resolucion se presentaban literalmente, sen simboloxia notacional de ningun tipo.

A Indiafoi outro importante foco de desenrolo matemético. Asi, nos Sulbasutras (1500 a 800 AC),
antigos escritos védicos con instruccions para a realizacion correcta de ritos relixiosos, onde se
establecian as formas xeométricas e dimensions exactas dos altares, encardbanse problemas que
levaban a ecuacions de primeiro e segundo grao. Tempo despois, Brahmagupta (588-660 DC) da un
paso méis alé no simbolismo do que o fixera Diofanto, utilizando letras sanscritas para representar
incognitas e operacions. Méis tarde, Bhaskaracharya (1114-1185 DC) resolve un problema dos que

nOs chamamos irracionais (nos que a incognita esta debaixo dun radical).

Todos sabemos a débeda cultural que temos cos arabes, e non hai
alumno que non saiba que a palabra axebra procede da arabe al-jabr,
gue significa restauracion. A obra Hisab al-jabr wal-mugabala de Al-
Khwarizimi (780-846 DC), na que este fai un estudo exhaustivo das
ecuacions de primeiro e segundo grao, incluindo demostracions

xeométricas, tivo moita influencia na Alxebra europea despois de ser
Al-jabr
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traducida 6 latin. E ben cofiecido que os &rabes nos legaron boa parte do saber cientifico grego que
Europa xa esquecera despois do declinar helenistico, pero tamén nos transmitiron cofiecementos que
tiveron a stia orixe na India, pois tanto o cero como o0s simbolos numeéricos que utilizamos todos os
dias proceden desta zona asiatica. Os arabes non s6 foron transmisores de saberes, tamén foron
constructores de cofiecemento, como 0 amosan os traballos do iraniano Omar Khayyan (1040-1131
DC) quen chega a calcular as raices positivas dunha ecuaciéon cubica ou de terceiro grao por

métodos xeométricos basados en seccidns conicas.

Durante moitos séculos, Cubo mais cousaigual a nimero

milenios incluso, pouco Tartaglia e Cardano aseguraron que foi Scipione del Ferro o primeiro en resolver
o problema que ees chamaban Cubo mais cousa igual a nimero, que na nosa
. . . notacion actual represéntase por
mais se fixo en materia de 3

x> mx n.
As ecuacions de terceiro grao deste tipo resolvense facendo primeiro o troco de
ecuacions que fose mais alé |variable proposto por Viét

m
X W —

das ecuacions de primeiro e ) 3w .
0 gue leva, facendo alguns reordenamentos, & ecuacion

32

. . 1
segundo grao, incluidos os w'?onw Ems 0.

Co que sabes das ecuaciéns bicuadradas, ¢se che ocorre que facer para calcular
sistemas. Pero o inxefio [primero w edespois x ?

renacentista italiano aportaria dous logros importantes en toda esta historia; o primeiro, vinculado
0s nomes de Scipione dal Ferro (1465-1526), Niccol6 de Brescia Tartaglia (1500-1557) e Gerolamo
Cardano (1501-1576) seria dar solucion &s ecuacions cubicas de tipo x> mx n ; 0 segundo
logro, obra de Ludovico Ferrari (1522-1565), seria a obtencién dun método para resolver
alxebraicamente as ecuacions de cuarto grao. Posteriormente, outros alxebristas europeos como
Francois Viéte (1540-1603) e René Descartes (1596-1650) darian 0s pasos necesarios para asentar
un tipo de notacion formal, do tipo da que utilizamos hoxe, dando lugar 6 nacemento da Alxebra

Smbodlica.
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L 6xicamente, a continuacion gque se esperaba era a de acadar a solucion para as ecuacions de quinto

e maior grao. Nesta tarefa traballouse infructuosamente ata que o noruegués Niels Henrik Abel

(1802-1829) conseguira establecer o seguinte enunciado:

En xeral, as ecuacions polinémicas de grao maior ca catro hon se poden

resolver alxebraicamente en termos dun nimero finito de sumas, restas,

multiplicaciéns, divisions e extraccion de raices.

Por dltimo, Evariste Galois (1811-
1832), coa creacion da Teoria de
Grupos, marca o final da era da
Alxebra Clésica e délle o pistoletazo
de saida O nacemento da actua
Alxebra Moderna. Que as ecuacions
polinbmicas de grao maior ca catro
non poidan ser resoltas, en xerd,
mediante unha secuencia finita de
célculos alxebraicos, non significa que
non tefian solucion; s quere dicir que
temos que buscar outros xeitos de

abordar estes problemas. Veremos

Destro coas Matematicas e de vida
tormentosa e axitada, Galois sufriu
alguns fracasos académicos e viu
dificultada a publicacién dos seus
traballos por presental os, 6 parecer,
cunha argumentacion pouco clara e
insuficientemente desenvolvidos.

Por motivos paliticos é detido e levado

0 céarcere onde cofiece a Sephanie-

Felice du Motél, filla do médico da
prisién, de quen se namorara e pola que se bateria en duelo a mana
do 30 de maio de 1832, morrendo das feridas 6 dia seguinte, & idade
de 21 anos.

Contase que na noite anterior
6 duelo, presentindo o final,
apurou unhas anotacions, de
moai dificil interpretacion, nas
que plasmaria o seu testamento
cientifico. Estes escritos serian
esquecidos ata que chegan a
mans de Liouville en 1843,
guen se encargaria de
analizalos e publical os,
recofiecéndose asi a

pater nidade de Galois sobre os
fundamentos da que é cofiecida
hoxe como Teoria de Grupos.

nesta unidade que 0 método consiste en relaxar a condicion de finitude.
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Xunto con estas ecuacions polindmicas incomodas, podemos meter na mesma saqueta moitas das
ecuacions exporfienciais, logaritmicas e trigonométricas para as que non hai un método xeral para
resolvelas (ecuacionsdotipo 5x 2%, x 2cos x 1 ouquedicirde 1 sin x 2°"* ).
As ferramentas que nos van ser de utilidade nestas situacions son os métodos numéricos, que
aseguran solucions aproximadas pero cun control do erro tan fino como queiramos.
Neste breve paseo pola historia da Alxebra vemos que a nosa tradicion matemética occidental
aproveitouse dos esforzos de moitas outras culturas, 0 que como minimo nos debe facer reflexionar

sobre moitas das nosas actitudes frente a persoas de orixe allea a nosa.

Houbo outra tradicion cultural milenaria da que non falamos e que seria inxusto ignorar. Debido 6
seu secular aillamento, non esta moi claro que poideron aprender os chinos dos babilonios ou
hindles, ou que poideron aprender estes e os arabes dos chinos, pero seria bo lembrar que a
civilizacion islamica extendiase de oriente a occidente, dende as fronteiras con China ata o caifato
de Cordoba. No extremo oriental os calculos facianse mediante varifias de madeira que se dispofiian
sobre unha superficie horizontal, coas que se podian realizar tanto operacions aritméticas basicas
como resolver sistemas lifiais por un método que recorda 6 matricial que Gauss desenvolveria no
seculo XVIII. A fonte matemética mas importante de China é o Chiu Chang Suan Shu (Os Nove
Capitulos sobre a Arte Matematica), datado no século 1l AC, e no que se adica un capitulo &
resolucion de sistemas de duas e tres incdgnitas. Curiosamente, foron os chinos os primeiros en
reordenar as ecuacions parareducilas @forma g x 0, asi como obter un método de resolucion

aproximada redescuberto en Europa no seculo XIX e que leva o nome de método de Horner.

10
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Exercicios

1. (Tablifia de Senkereh, datada na dinastia de Hammurabi. Babilonia.) Multiplico a lonxitude
pola anchura (refirese a un rectéangulo) e engéadolle o exceso de lonxitude respecto da altura, o
resultado é 183. Sumo lonxitude e anchura e da 27. Pidese saber alonxitude, aanchurae a area

2. (Papiro de Berlin. Exipto.) Dinche que nun cuadrado de &ea 100 esta € igual a de dous
cuadrados mais pequenos. O lado dun deles é a metade mais a cuarta parte do outro. Dime 0s
lados dos dous cuadrados descoriecidos.

3. (Problema n° 33 do papiro Rhind. Exipto.) Se sumamos unha certa cantidade cos seus dous
tercios, a slia metade e a slla séptima parte, o resultado é 37. Dime canto vale a cantidade.

4. (O 'Lilavati' de Bhaskaracharya. India.) Neste libro adicado
a dia filla, prantéxalle en versos sanscritos o seguinte
problema: Ou rapaza, dun grupo de cisnes, o0s sete medios
da raiz cuadrada do seu nimero xogan a beira do
estanque, e os dous que faltan pelexan amistosamente na Lilavati
auga, ¢cal é o nimero total de cisnes?

5. (Chiu Chang. China.) Cinco grandes recipientes e un pequeno
recipiente tefien unha capacidade de 3 hu. Un recipiente grande e
cinco pequenos teflen unha capacidade de 2 hu. Calcula a
capaci dade dun recipiente grande e dun recipiente pequeno.

6. (Chiu Chang. China.) Unha tecela que mellora a stia habilidade
diariamente, duplica continuamente o rendemento do dia anterior.

En cinco dias produce cinco chi de tela. ¢Canto produciu cada dia? Chiu Chang Suan Shu

11
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(Nota: 1 chi é aproximadamente aterceira parte do metro.)
7. (Chiu Chang. China, todo un clésico.) Hai un bambut de 10 chi de alto. O extremo superior
rompeu e toca no chan a 3 chi da base do tronco. ¢A que altura se produciu arotura?
8. (‘Hisab al-jabr wal-mugabala’ de Al-Khwarizimi. Irén.) ¢Cal é o cuadrado (¢ dicir, x* ) que

sumado adez raices( 10x ) dao numero 39?

¢E que nos queda deste breve paseo historico? Primeiro, que a resoluciéon de
ecuacions € un tema que lle ven interesando & humanidade dende hai moito tempo,
independentemente das culturas, segundo, que Son Moi poucas as ecuacions que se
poden resolver mediante unha formula con operacions basicas; terceiro, que se se

nos presenta unha destas ecuaciéns, hebera que facer uso dun procedemento novo:

0s métodos numeéricos e 0s ordenadores xa nos piden paso...

12
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2. Repaso dafollade clculo

Esta seccion pretende refrescar 0s cofiecementos minimos necesarios para traballar cunha folla de

calculo e poder facer un feliz seguemento da unidade.

Como se sabe, 0 aspecto visua dunha folla de cllculo é o dun enorme casilleiro formado por
caixifias ou celdas, cada unha delas asociada a unha direccién ou referencia que se forma coa letra
da columna seguida do nimero da fila na que se atopa, como por gemplo, C15 ou BJ34. Un
agrupamento de celdas contiguas en forma rectangular chdmase rango e referénciase coas direccions

da primeira e Ultima celdas separadas por dous puntos, como A7:B15.

A informacion que se pode aloxar nunca celda pode ser de trestipos diferentes:

1. detipo texto
2. detipo numérico
3. de tipo expresion matematica, as cales deben comenzar sempre co

simbolo deigualdade“=",

En canto 6s datos de tipo numérico compre lembrar que és veces sera necesario formatear o nUmero
de posicions decimais que vai presentar en pantala. As celdas do documento f dc. sxc estan
formateadas para catro posiciéns decimais, suficientes para a precision coa que imos traballar, pero

0 usuario pode modificalas para outras necesidades.

A orde naque as follas de calculo operan para producir o resultado dunha expresion matematica é a

mesma que utilizamos cando traballamos a man, tal como indica a seguinte taboa:

13
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Operacion Operador Orde de execucion
Porcentgje % 1°
Potencia A 1°
Multiplicacion * 2
Division / 20
Suma + 3
Resta - 3°

Ademais das operacions aritméticas vannos ser de utilidade as comparacions de orde entre

cantidades:

Comparacion Operador Exemplo
Menor que (<) < =4<5
Maior que (>) > =4>5
Menor ou igual que ( ) <= =4<=5
Maior ouigua que( ) >= =4>=5
Igual que (=) = —4=5
Distinto que ( ) <> =4<>5

En cada caso, a resposta pode ser VERDADEIRO ou FALSO, valor |6xico que vai poder ser
utilizado nas expresions condicionais que tefien o formato
=Sl(condicién;saida _se verdadeiro;saida se falso)

Tameén nos van ser de utilidade as funcions matemati cas que poidan facer acto de presencia nas

14
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ecuacions que imos tratar de resolver con esta ferramenta, ou que vaiamos necesitar NOSs procesos

numéricos; sen animo de ser exhaustivos, listamos as mais frecuentes;

Funcién Descripcion

ABS Valor absoluto dun nimero

Pl Valor de

RAIZ Raiz cuadrada

EXP Funcién expofiencial de base natural
POTENCIA Fucion exporiencial de base arbitraria
LOG10 Logaritmo decimal

LN Logaritmo natural

LOG Logaritmo de base arbitraria

SENO Seno dun angulo dado en radians
COSs Coseno dun angulo dado en radians
TAN Tangente dun angulo dado en radians
ASENO Arcoseno en radians

ACOS Arcocoseno en radians

ATAN Arcotanxente en radians

Nas celdas con expresions matematicas os nimeros poden ser substituidos por referencias a outras
celdas, as cales a slla vez deberan conter nlmeros ou outras expresions. Un aspecto fundamental € o
comportamento destas referencias cando se copian 0s seus contidos para transportalos a outras
celdas;, se a referencia é relativa, como na expresion '=2+A5', 0 copiala a outra celda, A5

transformase en funcion da direccion da celda orixinal; en cambio, se a referencia é absoluta, como

15
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en '=2+$A %5, calquera copia que se faga do contido desta celda vai seguir apuntando & celda A5.

Damos por rematado este rapido repaso as follas de cllculo. Se o alumno o considera necesario,
poderd repasar 0s apuntes da asignatura de Informética ou mesmo consultar as axudas que

proporcionan as propias follas de célculo.

Exercicios

1. (Expresions numéricas.) A razon de ser das follas de calculo é a realizacion de coOmputos
matematicos. Como queda dito mais arriba, estas aplicacions efectlan as operacions na mesma
orde ca nés cando traballamos manualmente; o uso correcto dos parénteses é fundamental para
acadar os resultados desexados. A modo de préctica, calcula as expresions propostas na columna
esguerda, repitindo a sintaxe na columna central (veras nela un par de exemplos) e comprobando

se obtés os resultados indicados na columna da dereita:

Expresiéon en Expresién na sintaxe da folladecélculo = Resultado para
notacion efectuar a
convencional comprobacion
1 2 =1+2/3,4
3.4 1,67
3 7 1 =3/4*(7-1/9)
4 9 5,17
12
3 1
2 3 _
—1 7
4 =
2 1,76

16
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Expresion en Expresion na sintaxe da folla de calculo | Resultado para
notacion efectuar a
convencional comprobacion

23
5 0,25
2 1,09
In sin —
4 -0,35
tan 3 log, 7
34 2 309731,96

2. (Expresions con referencias a celdas.) As veces nas expresions intervefien cantidades que temos
aloxadas noutras celdas; sera 0 momento de facer uso das referencias nas nosas expresions. A
titulo de exemplo, imos facer un programa que calcule a &rea e volume dunha esfera de radio
dado
Paso 1. En A1, A2, A3 e A4, coloca os textos

“ESFERA”, “Radio=", “Area=" e
“Volume=", respectivamente.
Paso 2. Esccribe un nimero positivo calquera na celda B2.
2

Paso 3. En B3 redlizaremos o cllculo da &readaesfera, A 4 r°, sendoocasoque r se

atopa na celda B2, debemos facer: =4*PI()*B2"2
4
Paso 4. En B4 calcularemos o volume daesfera, V 3 r®, queserd =4/3*PI()*B2"3

Paso 5. Varia o contido da celda B2 tantas veces como queiras, calculando asi as caracteristicas

17
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xeomeétricas da esfera correspondente.
I nspirandote no programa anterior, desefia programas para:
a) cacular érea, perimetro e diagonal dun rectangulo a partir da stia base e altura;
b) calcular seno, coseno e tanxente a partir do angulo en radians,

m,m
2

c) calcular aforza de atraccion gravitatoria entre ddas masas, F 2 a partir

das masas (kg) e da distancia (m) entre os seus centros de gravidade, sendo a
constante  6.673 10 "N m? kg®. (En notacion cientifica, 6,673E-11)
(Progresiéns.) Lembrards de cursos anteriores que unha progresion aritmética queda
determinada por duas cantidades: o termo inicial, a,, e adiferencia, d, de xeito que cada
termo da sucesion obtense sumandolle 6 anterior a diferencia. A seguinte pauta guiache para que
constrlas unha progresion aritméticadetermoinicial @, 2 ediferencia d 05 :

Paso 1. Escribe nacelda Al o termo inicia 2.

Paso 2. Escribe nacelda A2 aexpresion: =A1+0,5
(Con estaférmulaindicamoslle que 6 contido
daceldaAl llesume0,5)

Paso 3. Activaacelda A2, leva o punteiro do rato 6 pequeno cuadrado negro do canto inferior
dereito dacelda e arrastrao cara abaixo ata chegar a celda A9 (Con isto xates 0s 10
primeiros termos da sucesion aritmética.)

Practicati mesmo coas seguintes propostas:

a) Calcula os vinte primeiros termos da progresion aritmética de termo inicial

= . . 2
a, 2 ediferencia d 3
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b) Calculatodos os nimeros que van de 0 a5, aintervalosde 0.2; (0, 0.2, 0.4, etc.);
c) As progresions xeométricas determinanse a partir do termo inicial, a,, e arazon,

r, calculando cada termo da sucesion multiplicando o termo anterior pola razon.
Obtén os vinte primeiro termos da progresion xeomérica de termo inicial  a, 2 e

. .15
razon r smT.

d) Na sucesion de Fibonacci definense a, 1 e a, 1 , calculandose os sucesivos

termos da sucesion mediante a suma dos dous anteriores, a, a,,; a&, , .Cacula
0s vinte primeiros termos da sucesion de Fibonacci. Esta é unha sucesion de
propiedades curiosas; informate na Rede sobre a biografia de Fibonacci e dalgunhas
das aplicacions desta sucesion.

4. (Representacion grafica de funcions) A representacion grafica de funcions € unha das
caracteristicas mais Utiles das follas de clculo. A sla confeccion parte da construccion previa
dunhatadboade puntos x,f x arepresentar no plano. Para debuxar a funcién expofiencial
no intervalo 1,2
Paso 1. No rango quevai de Al aAl6

constrie a progresion aritmética que

partindo do termo inicial -1, chegue

a2 ensatosde0.2

Paso 2. En B1 escribe aexpresion  =EXP(A1), o que che dara como resultado

exp 1 e’ 037
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Paso 3. ActivaaceldaBl1, levao punteiro do rato 6 pequeno cuadrado negro do canto inferior
dereito da celda e arrastrao cara abaixo ata chegar a celda B16. Con isto xates ataboa de
puntos.
Paso 4. Activao rango A1:B16 e délle afolla de calculo a orde de insertar un diagrama
semellante 6 dafigura.
I nspirandote no anterior, representa as seguintes funcions nos interval os que se indican:
a fx snx , x 06
by f x 7x cos7x, X 1,1
. (Ecuacions polindmicas de primeiro
grao.) Ben sabes que unha ecuacion de
primeiro grao sempre se pode reducir a
formacandnica ax b 0, deondese
obtera a solucion despexando
X b a. Por exemplo, aecuacion

3 X

2 — 5x 1
4

éreduciblea 19x 15 0 (comprobao), de onde x 15 19. Iso ten unha interpretacion
xeométrica: A solucion da ecuacion polindbmica de primeiro grao ax b 0 € o punto de
interseccion da recta g X ax b co eixo de abscisas. Aqui arriba tes a representacion
gréfica da funcion linal  y 19x 15. ¢Ves que se corta co elxo-x en 1519 079 ?
Con cada unha das seguintes ecuacions, rediicea a stla forma canénica, calcula a solucion exacta
e representa graficamente a recta asociada:

a) Utiliza a ecuacion que se obtivo no problema 6 da seccién 1, correspondente a un dos
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problemas do Chiu Chang.

6. (Ecuaciéns polindmicas de segundo grao.) Unha ecuacion de segundo grao sempre se pode

reducir aformacanénica ax’ bx c¢ 0, apartir dacal acofiecidaexpresion

b b’ 4ac
2a

daranos as solucions, reais ou complexas, da ecuacion. A interpretacion xeométrica neste caso é
aseguinte; As soluciéns reais da ecuacion polindmica de segundograo ax?> bx ¢ O Sonos

puntos de interseccién da pardbola g x ax® bx c co eixo de abscisas. Sen méis
preambulos, calcula as solucions reais e representa graficamente as pardbolas asociadas as
seguintes ecuacions de segundo grao:

a) Utiliza a ecuacion que se obtivo no problema 8 da seccidn 1, correspondente a un dos

problemas do Hisab al-jabr w'al-mugabala.

) —— 1
xx 1 1
) XX 2 5 X

d) Fa un programa que calcule as solucions da ecuacion de segundo grao a partir dos

coeficientes a, b e c. (Mirao problema 2 desta seccion.)

Tras este repaso a folla de calculo xa estamos en condiciéns de abordar 0s

métodos numéricos de resolucidn de ecuacions.
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3. Método de biseccidn

Partimos de querer resolver unha ecuacion reducible a4 forma g x 0. Imos supofier que a
ecuacion ten unharaiz dentro do intervalo @, b, . Esta situacion represéntase na Figura 1, onde a

curvarepresentaafuncion y g x .

Figural

E craro que a funcién acada o valor cero, que é tanto como dicir g x 0, cando x r; o cédculo

deste valor r, descofiecido a priori, € 0 noso obxectivo.

O primeiro paso do método de biseccion é achegarse a r calculando o punto intermedio entre a, e

b, mediante a semisuma

a, b,
5

m,

Deste xeito dividimos o intervalo a,b, en dous subintervalos, a,m, e myb, , tal como
indica a Figura 2, onde tamén observamos que un destes subintervalos contén a raiz r e o outro

non.
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Figura 2

Dende o punto de vista computacional, a maneira de saber que intervalo nos interesa resolvese
comparando os signos da funcion y g x nos extremos dos segmentos; fixate que € na raiz da

ecuacion onde a curva pasa de tomar ordenadas negativas a positivas, polo que se verifica
gm, gb, O, mentresque se o intervalo non contén & solucién, os signos dos extremos seran

iguais, e polareglados signos, no noso exemplo, g a8, g m, O.

Seleccionamos o intervalo que contén a solucién da ecuacion, m, b, , e acto seguido renomeamos

o0s extremos deste segmento, facendo a, mye b; b, . O que vimos de facer é acadar un intervalo
de amplitude metade do anterior pero que tamén contén a solucion da ecuacion, ou 0 que ven sendo

0 mesmo, gque contén a r . Graficamente, anova situacion ten o aspecto que seindicaa Figura 3.

Figura 3
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Estamos agora nunha situacion moi semellante & do comenzo, pero cun intervalo mais pegueno.

Voltamos entdn a calcular o punto medio do segmento de traballo,

demaneiraque a, b, quedebiparticionadoen a,m;, e m b, . Tal comoindicaaFigura4, a
solucién queda agoradentrode m, b, . Nétese que tamén chegamos a esta conclusi6n observando
queg &, g m 0, oqueindicaque os signos son iguais nos extremos do primeiro subintervalo,

e que adesiguadade g m;, g b; O indica que o contrario sucede cos extremos do segundo

intervalo.

Figura 4

Seguimos repetindo 0s pasos que fixemos antes, polo que agora temos que proceder 6

renomeamento do intervalo de traballo, que nesta iteracion terd os limites a, m, e b, b,. A

Figura5
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nova situacion é a que se resume na Figura 5.

O proceso continva ata chegar a un valor do punto medio, m; , que fagaque g m, se encontre moi

preto de a 0; se eleximos un valor 0 tan pequeno como queiramos, pofieremos fin &s nosas

iteracions cando se verifique g m,

Os procesos numeéricos iterativos poden chegar a ser moi tediosos, e ata impracticables, para
realizalos manual mente; neste punto € onde as ferramentas informaticas adquiren a sla verdadeira
importancia. Pero para facer mais doada a transformacién do algoritmo a unha linguaxe mais
comprensible para a méaquina, convén reprantexar 0S pasos anteriores dunha forma méis

esguematica e concisa:

1. Investigar e seleccionar os limites do intervalo inicial, a,y b,.
Seleccionar tamén o erro admisible 0.

2. Na iteracioni 0,1,2,... do algoritmo, calcular os valores
m a b 2,098 ,9b egm.

3. Seleccionar o seguinte intervalo de traballo: @, ;,b; ;  m,b;
seresultaque ga gm O,e a ,,b, a,m nocasode

que sexafalsa a desigualdade.

4.Se gm , 0 resultado serd r M, e damos por finalizado o

calculo. En caso contrario, imos 6 paso 2 e Seguimos co proceso.
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Exemplo (Ver documento f dc. sxc, folla Bi secci 6n). Resolvese polo método de biseccion a
ecuacion polindmica de quinto grao
2x° 10x° 4x2 17x 23 0.

O primeiro paso consistente en atopar o intervalo inicial que contefia a solucion; pddese facer en
ensaios sucesivos mediante representancions gréficas da funcion; no rango A10:B16 faise unha
taboa de puntos que logo se representan a dereita, escollendo un intervalo no que vexamos que a
curvacortaarecta y 0. Edoadover queen 3, 2 ha unharaiz. Eleximostamén nacelda A20
un valor 0.0010 que sera a diferencia maxima que admitimos entre cero e o valor absoluto do

polinomio.

Os céculos desenvélvense no rango A24:H37. Na columna A vaise indicando o nimero de
iteracion, comenzando coainicial a0. As cabeceiras das columnas indican que € o que se calculaen
cada paso. Nétese como na primeira iteracion a, e b, igudanse directamente a -3 e -2,
respectivamente, calculando 6 seu carén os valores correspondentes que toma a funcion g x . Na
celda F24 calculase o punto medio do intervalo por medio da funcién PROMEDIO xunto coa sia
imaxe na celda G24. Finalmente, en H24, avaliamos se se cumpre a condicion de parada mediante o
condicional
SI(ABS(G24)<$A$20;"jjlisto!!";"non listo"),

onde a desigualdade compara o valor absoluto da imaxe do punto medio, ABS(G24), co valor de
gue se encontra en A20, celda ésta referenciada de xeito absoluto (¢por que?). Se a desigualdade é
verdadeira, a expresion devolve a cadea “jjjlisto!!!”, CO que 0 proceso remata, e de non acadarse esta

condicion de parada, devolvera a cadea “ non listo”.
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Xanaiteracion 1, anovedade estd na actualizacion de a, e b;; nocasode a,, facemos
SI(G24*C24>0;F24;B24),

que indica que se o0 producto g m, g a, € positivo, o extremo esquerdo do novo intervalo sera

a, my, e a a, encasocontrario. De xeito similar actualizase o extremo dereito do intervalo de
traballo (investiguese). A partir de agora sO hai que copiar o rango A25:H25 cara abaixo ata que
vexamos un “jjjlisto!!!” na derradeira columna. Este proceso necesita 13 iteracions para chegar a

solucién r 2.7280.

Exercicios

1. (A voltas coa ecuacion 2x> 10x> 4x2 17x 23 0.) Seguindo co mesmo exemplo do
documento f dc. sxc, esta ecuacién non ten unha Unica raiz. Aproveitando a folla xa
programada é doado atopar novas solucidons sen mais que cambiar o contido de tres celdas:
primeiro buscamos un intervalo no que a ecuacion tefia outra solucion, para 0 que aproveitamos
0 codigo do rango A10:B16 (suxerencia: introduce -1 en A10), co que autométicamente se

actualiza toda a taboa de valores emailo gréfico, onde veras que no intervalo 1,1.5 hai outra
raiz; segundo, actualizamos os valoresiniciais a, e b, (suxerencia: introduce 1 en B24 e 1.5

en D24). Ben, semella que 1.0681 é outra solucién para a nosa ecuacion de quinto grao. As

raices -2.7280 e 1.0681 non esgotan as solucions reais posibles desta ecuacion: buscati mais.

Deste exercicio extrédese unha conclusion: araiz devolta polo

algoritmo do método de biseccion depende Unicamente do

intervaoinicid  a, by .
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2. (Procedemento para resolver outras ecuacions.) Imos ver que cambios temos gque introducir na
folla de cllculo para cambiar a ecuacion de traballo. Prantexamonos agora a resolucion da
ecuacion clbica 36x® 2119x  714. O seguinte proceso permitiranos obter as siias raices:
Paso 1. Cambia a expresion daceldaB10 polacorrespondentea g x  36x> 2119x 714 :
=36*A10"3-2119*A10+714
Paso 2. Copia a formula de B10 cara abaixo ata cubrir o rango B10:B16, desta maneira
borramos da tabla todo vestixio da ecuacion anterior.
Paso 3. Selecciona en A10 o primeiro punto da taboa. Por exemplo escribindo nesta celda o
valor 0, observarés no gréafico unhasolucién no intervalo  0.2,0.4 .
Paso 4. Actualiza o intervalo inicial; seguindo co exemplo, podes introducir en B24 o valor 0.2 e
na celda D24 o nimero 0.4.
Paso 4. Borratodo canto haxa nafila 26 e por debaixo dela.
Paso 5. Copia aformula que escribiches en B10 nas celdas. C24, C25, E24, E25, G24 e G25.
Paso 6. Activa 0 rango A25:H25 e copiao cara abaixo ata que na columna H apareza un
“iiilisto!”; seguindo co exemplo, naiteracion 16 acadaras a solucion 0.3376.
Esta ecuacion cubicaten tresraices reais; atopati as outras duas.
3. (Ecuaciéns non polindmicas.) Ata o de agora fixose especia fincapé nas ecuacions polindémicas,

gue son todas aquel as reducibles & forma candnica

ax" a, x"* a,x’ a,x* a,x a, O
Destas ecuacions aprendimos que cando 0 seu grao € menor ou igual a catro, n 4, existen
meétodos alxebraicos de resolucion, anque poidan ser algo complicados nos casos das ecuacions
Cubicasecuarticas, n 3 e n 4, respectivamente. Tamén aprendimos que nos casos en que

n 5, sabese dende o século XIX que non hai método alxebraico finito posible, e que s6
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métodos iterativos como o de biseccion poden dar conta delas. A importancia das ecuacions
polindémicas é dobre: histdrica, xa 0 vimos na seccién 1, e tedrica, pois 0s esforzos conducentes &
resolucion destas ecuacions deu lugar 6 nacemento da Teoria de Grupos (¢recordas a Galois?),
gue hoxe ten aplicacions en campos tan aleos (ou non tan aleos) como a resolucién do cubo de
Rubik, a Teoria de NUmeros, a Xeometria, a Quimica, cristalografia ou a Fisica de particulas.
Pero as polinémicas non esgotan 0 campo das ecuacions, Xxa que non Son PoUCcoS 0S €asos NOS
gue as funciéns expofienciais, logaritmicas ou trigonométricas intervefien en problemas reais. A
efectos de familiarizarte con estas situacions, resolve polo método de biseccion as seguintes
ecuacions non polindmicas, atopando para cada unha delas alomenos unha sol ucion:

a b5x 2%
b) x 2cosx 1
¢ 1 snx 28"
4. (Importancia de escoller unintervalo inicial axeitado.) Na celda B25, o codigo
SI(G24*E24>0;F24;D24)

controla a actualizacién dos sucesivos valores de a,, e na celda D25, o cddigo controla os

sucesivos valores de b; . Ambos condicionais represéntanse nos seguintes diagramas de fluxo:

SI(G24* C24>0;F24;B24) SI(G24* E24>0;F24;D24)
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a) No gréfico de aqui 6 lado debuxa unha curva
dentro do intervalo  a;,b, que cumpla as
condicions

gm ga O
gm gb O

e que sb corte 6 eixo de abscisas nun Unico punto.

b) Neste outro gréfico debuxa unha curva dentro

do intervalo a,b, que cumpla as
condicions
gm ga O
gm ghb O

¢cal seria entén o préoximo intervalo & ;,b, ; segundo os diagramas de fluxo

anteriores? Interpreta este resultado.

c) Por ultimo, neste outro debuxa unha curva
dentro do intervalo  a;,b, que cumpla as
condicions

gm ga O
gm gb 0

¢cal serfa entén o proximo intervalo & ;,b, ;  segundo os diagramas de fluxo

anteriores? Interpreta este resultado.
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O intervalo inicial  a,,b, debe ser tal que nel debe haber
necesariamente unha Unica solucion a ecuacion proposta, en

caso contrario poderiamos caer nun bucle infinito sen maneir

de sair del, e nunca atopariamos a solucion buscada.

Experimentati mesmo escollendo intervalosilegais dos que se fala nos apartados b) e ).

5. (Aplicacion a un problema fisico.) A velocidade dun mobil obedece & ecuacion

vt te! 1
t

, ondeotempo t ven dado en segundos e a velocidade en m/s. Calcula polo

método de biseccion en que instante o mobil acada a vel ocidade de 0.41 m/s.

6. | (Outro criterio de parada.) Na celdaH24 o codigo
SI(ABS(G24)<$A$20;"jjilisto!!!";"non listo")
controla se a solucion acadada en certa iteracion verificaa condicion g m , isto é seo0
valor quetomaafunciéon g no punto medio m;, esté suficientemente perto de cero, onde o
termo suficientemente queda determinado polo erro admisible . Pero esta non é a Unica
condicion coa que podemos traballar; outra posibilidade € parar o algoritmo cando se verifique
que a diferencia entre as duas Ultimas solucions se diferencien en valor absoluto unha cantidade
menor ca , OU sexa, cando se verifique M m , . Maodifica calquera dos exercicios

que fixeches nesta seccion para que a condicion de parada sexa esta Ultima.
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4. Método de Newton

Queremos resolver a ecuacion g x 0. En lugar de fixar un intervalo inicial que contefia a raiz,
como no método de biseccion, a técnica ideada por Newton parte dunha solucion candidata inicial
X, eir achegdndose & solucion r en sucesivas iteracions. A situacion inicial € a que se representa

na Figura 6.

Figura 6
Se utilizamos un método numérico para resolver esta ecuacion € porgue a stia resolucion axebraica
ou € complicada ou imposible. A estratexia seguida polo método de Newton consiste en substituir
esta ecuacion por outra que sexa lifial, ou de primeiro grao, e que aproxime localmente a ecuacion
gx O
Esta aproximacion lifial acaddmola obtendo a ecuacion da recta tanxentea y g x no punto de

coordenadas X, g X, . A pendente desta recta é, evidentemente, g9' X, , a derivada da funcion

en X,, 0que xanosindicaque o mé&odo de Newton so é aplicable cando g é derivable. Ben, pois
a ecuacion desta recta tanxente €
Y 9% 9 X X Xy,

gue xunto coapropiacurva y g X VveserepresentadanaFigura?.
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Figura7

Esta recta tanxente corta 0 eixo de abscisas (eix0-x) no punto X,, que se calculafacendo y 0 na
ecuacion darecta e despellando X, 0 que da (comprobao)

g Xo
g’ Xo'

X, X X,

O que se fixo foi resolver unha sinxela ecuacion de primeiro grao que ten unha solucion, X, ,

proximaade g x 0.

Agora esguecémonos de X, e repetimos os calculos con X;, obtendo primeiro a recta tanxente a
y g X quepasapolopunto X; g9 X; ,queé
y 9%, g X X X,
e calculando despois a stia interseccion co eixo de abscisas,

g X;
X2 X Xl - ,
g X

situacion que se recolle na Figura 8.

Este proceso continuaria calculando sucesivas aproximacions X; X,... ata que se cumpla a
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Figura 8
condicion de parada g X , sendo 0 unha pequena cantidade positiva que establecemos
como erro admisible. Como queda dito, resolvemos unha ecuacién problemética mediante as

resolucions sucesivas de ecuacions lifiais.

Co animo de utilizar novamente as ferramentas informaticas, resiimense a continuacion o0s pasos do

método de Newton de xeito esquematico.

1. Investigar e seleccionar unha solucion candidata inicial X,.
Seleccionar tamén o erro admisible 0.

2. Na iteracion i 0,1,2,... do agoritmo, calcular a seguinte

- . g X
solucion candidata X, , X, ——
g X

3% 09X, , O resultado serd r X, ; e damos por

rematado o proceso. En caso contrario, imos 0 paso 2 e seguimos

coas iteracions.
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Exemplo (Ver documento f dc. sxc,
folla Newt on). Resolvese polo método

de Newton a ecuacion

sin X

Esta expresion podese transformar a

forma gx 2% snx 0

(comprobao ti mesmo). Posto que no
método de Newton necesitase a
derivada da funcion g, terase que

cacular, ta como esta indicado no

propio documento fdc.

Se no método de biseccién habia que

partir dun intervalo inicial, neste

abonda con atopar un X, que estea
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Probablemente un dos matematicos
mais influintes da historia, o inglés
Isaac Newton (1643-1727) xa de
pequeno destacaba polas slas
excentricidades e capacidade de
estudo. Foi o creador do célculo
infinitesimal, pero debido a que
tardou en publicar o seu traballo,
deulle tempo 6 aleman Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716) a
publicar os seus propios
descubrimentos nesta area, polo
gue sempre houbo rivalidade
entrambos sobre a paternidade do
célculo.

Outra grande aportacion de
Newton & ciencia foi a analise das
propiedades da luze o
descubremento da Lei de
Gravitacion Universal. No ano
1684 comeza a escribir os
Principia Mathematica, onde
resume toda a stia labor no eido da
xeometria e da mecanica.

Foi Newton o primeiro en utilizar o

método de aproximacion de raices

que leva 0 seu nome, anque non

exactamente igual a como se utiliza

hoxe. Joseph Raphson,

colaborador seu, mellorouno nun

traballo que publicou no ano 1690,

polo que tamén se lle cofiece por

método de Newton-Raphson. Hoxe en dia, mediante o concurso do
célculo matricial, se utiliza moito na resolucion de sistemas de
ecuacions con multiples incognitas.

preto da solucién 6 noso problema; este proceso de busgueda faise méis doado construindo unha

taboa como a do rango A10:B16. Tal como indica a gréfica, semellaque o punto X, 0.6 pode
ser un bo punto de partida. Igual ca no caso da biseccion, aqui tameén eliximos na celda A20 un

valor 0.0010.

E no rango A24:E26 onde se realizan os célculos; na columna A vanse contando as iteracions, e

nas sucesivas gardanse os valores das solucions candidatas X; que se van obtendo, os valores
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g X; , 0s das slas derivadas, Q' X, , e finamente o control de final de procedemento.
Comproba cémo na celda C24 se calcula o valor da funcion e na D24 o da sta derivada, sendo o
control da celda E24 do mesmo estilo que o utilizado no caso da biseccién. Para este exemplo, o
método de Newton tan sO necesita 2 iteraciéns para atopar a solucion r 0.6762. A rapidez coa
gue o método de Newton atopa a solucién é a ventaxa que aporta fronte 6 de biseccion,

normal mente de converxencia mais lenta.

Exercicios

1. (Mais solucidns para a ecuacion sin x 1 2° .) Busca puntos iniciais X, aternativos que
permitan calcular outras solucions desta ecuacion, recordando que para buscar noutros interval os
coa tabla do rango A10:B16 abonda con cambiar s6 o nimero da celda A10. Por certo, ¢cantas
soluciéns ten a ecuacion?

2. (Mais ecuacions.) Nos problema 2 e 3 da seccidon anterior aprendeches a resolver novas
ecuacions polo método de biseccion; non deberias ter agora dificultades para facer as
modificacions necesarias para resolver polo método de Newton estas outras ecuacions:

a x x 2 X
b) x 5 Inx
Nota: Abonda con que obtefias unha solucién para cada ecuacion. Lembra que teras que calcular a
man as derivadas das respectivas funcions g x .
3. (Seleccion do punto inicial.) Unha das ventaxes do método de biseccion é que sempre converxe

a solucién da ecuacion se esta se atopa dentro do intervalo inicial. O método de Newton pode

quedar atascado e producir un fallo se atopa unha solucion candidata X; na que se anule a
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derivada, ¢por que? Cando ocorre este problema, a solucion naif sera a seleccion dun novo valor
inicial X, .

. (O método de Herdn.) A solucién daecuacion x* a non é outra cousa que araiz cuadrada de
a. Consideraafuncion g x x° a e comprobaque aférmula de recurrecia do método de

Newton pddese reducir neste caso a

Calcula tamén, ben sexa coa axuda da folla de calculo, unha calculadora ou simplemente a man,

a raiz cuadrada de 2, partindo do candidato inicial X, 1. Curiosamente, este era 0 método
utilizado por Herdn de Alexandria (s.I DC) para obter raices; ainda hoxe se utiliza no software
das maquinas cal culadoras para calcular raices cuadradas.

. (A variante de von Mises.) Comentouse no exercicio n° 3 o problemade atoparun g' X, 0.
Hai varias técnicas para evitar este problema, e unha delas débese a von Mises; o truco consiste,
sen méis, en substituir en cada iteracion o denominador 9" X por g' X, . Gréaficamente,
con este cambio se substitUen as tanxentes por paralelas a primeira tanxente. Modifica calquera

apartado do exercicio n° 2 desta seccion para que Se execute esta variante.

.! (A variante da secante.) Outro dos problemas que pode presentar o0 método de Newton € que a

derivada @' x non sexa doada de obter a man, polo que se pode seguir a estratexia de

substituir a tanxente por unha secante que a aproxime. Ben sabes que a definicion da derivada da
funcion g nopunto X; é

gx, 9gX

X X !

"X lim
g X X X

polo gue unha aproximacion razoable pode consistir en eliminar o limite e substituir no membro
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da dereita 0 x por un vaor o suficientemente perto de X; , como por exemplo X ;.

Obtén a expresion correspondente para o caculo X, ; e programa unha folla de calculo que

realice esta variante do método de Newton.

7. (Unha aplicacion real.) Tomando certas hipétesis restrictivas, como que unha poboacion crece

de forma continua no tempo e que nela non hai mortalidade, 0 nimero de individuos en funcién
do tempo podese modelar mediante

\ t

Nt Nye' e' 1,

onde N, éapoboacioninicial, v un coeficiente que da conta dainmigracién absorbida na
unidade de tempo e a constante de crecemento poboacional. Se nunha poboacion que
inicialmente ten un millon de individuos e cara & que emigran 435.000 individuos cada ano, se
transcorrido o primeiro ano o niumero de individuos ascendeu a 1.564.000, ¢cal serd arazon de
crecemento desta poboacién?

8. (Outra aplicacién real.) Nos calculos sobre tuberias hidraulicas € necesario calcular certo
coeficiente F para establecer, por exemplo, o tipo de bomba necesaria para crear un caudal
determinado. A ecuacion de Colebrook é a que se utiza nestes casos, a cal tomaaforma

251F

10

F  2log

se se pode considerar que as paredes internas da tuberia estan suficientemente pulidas. O valor
R que aparece na ecuacion chamase numero de Reynolds, o cal é adimensiona e

normalmente cofiecido. Aplica 0 método de Newton para calcular o coeficiente F cando
R 200000.

9. (Outro criterio de parada.) No problema n® 6 da seccién anterior presentouse outro criterio de
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parada do algoritmo de biseccion, o cal tamén pode ser aplicado 6 de Newton; asi, en lugar de
esperar a que se cumpra acondicion g X; , podemos dar por rematado o proceso cando

severifigue X ; X . Nonrematan aqui os criterios de parada. Un dos mais empregados €
0 do cambio relativo das solucions candidatas entre duas iteracions consecutivas, de xeito que se

dar& por rematado o proceso cando se verifique a desigualdade

Modifica o exercicio n°4 desta seccion para que a condicion de parada sexa esta Ultima.

10.! (O método de Newton e o desenrolo de Taylor.) Baixo condiciéns de derivabilidade e

continuidade, afuncion g x pode ser aproximada polo polinomio de Taylor de n-ésimo grao

onde g* a € ak-ésima derivada da funcion g x no punto x a. Esta aproximacion
polinémica é tanto mellor canto maispreto estean x e a.
ad Demostra que o polinomio de Taylor de primeiro grao dafuncion g x é
gX ga g a x a )
b) NOs vimos representando as nosas ecuacions mediante igualdades do tipo

g x 0. A vistadaecuacion (1), demostraque

ga
X a I
3 ()
C) Se a é unha aproximacion a raiz da ecuacion g x 0 nalgunha iteracion de

certo algoritmo de busqueda, a X;, podemos obter unha nova aproximacion se

facemos X X, ; naecuacion (11). Deduce de ahi aregla do método de Newton.
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11. (Problemas de optimizacion.) Non son infrecuentes as situacions nas que hai que maximizar un
beneficio ou minimizar un risco ou tempo de execucion dunha obra; este tipo de problemas,
xeralmente cofiecidos como de optimizacion, son moi frecuentes no mundo da industria e da
xestion empresarial. En xeral, estes problemas se reducen mateméticamente a calcular os puntos
extremos, méximos ou minimos, de certas funcions y f x , e ti xa debes saber a estas
alturas gue moitas destas situaciéns resdlvense igualando a primeira derivada de f a cero,
resolvendo a ecuacion resultante e comprobando via segunda derivada que a solucién é un
maximo ou minimo. O caso € que as ecuacions resultantes poden ser de natureza o

suficientemente complexa como para non poder seren resoltas a man, 0 que nos leva outravez 0s

métodos numéricos. A funcion f x x* 4x® x 2 ten dous minimos relativos, calcilaos
utilizando a folla de célculo facendo uso do método de Newton; ¢ca dos dous € o minimo
global?
12. (Méis extremos de funcions.) Utilizando afolla de célculo e polo método de Newton, calcula:
a) ominimodafuncion y x°In x
b) un extremo relativo da funcion y 3sin*x sin 3 x (ollo co dominio); ¢é
minimo ou maximo relativo o valor que cal culaches?
13. (Un problema mais real do que pensas.) Un préstamo de A € debe ser devolto mediante n
mensualidades de M € cada unha, comenzando 6 mes seguinte 6 do préstamo. Pbdese
demostrar que se o interésmensual € r, medido en tanto por un, enton verificase aigualdade

1

Ar M1 - .
1

Un préstamo de 10000 € para un coche € devolto en 60 pagos mensuais de 250 €. Utiliza o

método de Newton para saber o interés que |le cobra o banco 0 cliente.
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14.! (Tarefa de repaso para as vacacions de veran.) O método de Newton ten unhas posibilidades

que exceden as dos outros dos algoritmos que se presentan nesta unidade; imos ver aqui unha
delas. Ata o de agora sO utilizamos os métodos numéricos para obter as raices reais das
ecuacions e nada fixemos para ver de atopar as complexas. O método de Newton permite facer

isto utilizando a mesma expresion

gz
A1 5 g

pero onde agora 0s Z van ser numeros complexos, incluido o candidato inicial  z,.
Lembraras que un nimero complexo é daforma z x yj ,sendo x e vy asslas partes

real e imaxinaria, respectivamente, e representando  j 1 a unidade imaxinaria. Imos

estudiar o0 caso da ecuacion polindmica z° 1 0, que ten por raices o nimero rea 1 e os

nimeros complexosconxugados 12 34j e 12 3 4j. Asi poistemosafuncion

gz Z° 1 easladerivada g' z 37, dexeitoque

a) Separaredlizar oscélculosfacemos z ; X , Y, .] e Z X VY,j, comproba
gue en cada nova iteracion do método de Newton, a parte real é

2% X2y

3.3 ¥ axy

e que a parte imaxinaria ven dada porque

2y, 2XY,
W1 T3 3 v axy

b) NafollaNewt on Cdo documento f dc. sxc veras a programacion deste proceso:
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na celda A8 esta o erro que asumimos e nas celdas B13 e C13 colocamos as partes
real e imaxinaria da solucion candidata inicid  z, X, Y,] , que no exemplo esta
fixada en 2 3j ;logo, nas celdas B14 e Cl14 estan as férmulas que acabas de
comprobar no apartado anterior, e finamente, arrastrando o rango A14:Cl14 cara
abaixo, habemos de obter unha das tres raices que xa sabemos que ten esta ecuacion:
1, 05 0.866j ou 0.5 0.866j. Agoracompleta o cadro seguinte aplicando
o algoritmo de Newton con diferentes solucions iniciais  z, e indicando o punto de

converxencia:

z, 1 05 0.866] 05 0.866]
2 3j
2 3j
2 3j
2 3j
4 4 0]
3j 0 3j

O numero complexo z x Y| represéntase no plano situandoo no punto de coordenadas
X,y . Imaxina o seguinte experimento mental: asocia cada punto do plano cunha solucion
candidata inicial z, e fai funcionar o algoritmo ata chegar a unha das tres solucion: se a
solucién € 1 pinta o punto de vermello, se asolucion € 0.5 0.866] pintao azul, e se
0.5 0.866 pintao verde. ¢Que debuxo terias no plano? Pois
verias isto de aqui 0 lado.
Acabas de facer unha incursion no fascinante mundo da xeometria

fractal; non é este o lugar para faar dela, pero atopards moita
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informacion e imaxes en Internet.

Dos tres métodos de resolucién numérica de ecuacions de que
trata esta unidade, o de Newton € o mais importante e efectivo.
Aqui vimos como se utiliza para o cllculo das raices reas €
fixemos un esbozo sobre a slUa aplicaciéon no caso das
complexas. Non acaba aqui a sUa utilidade, xa que tamén hai
unha version matricial deste algoritmo que permite a resolucion
de sistemas de ecuacions non lifiais cun nimero arbitrario de
incognitas. Pero convén non esquecer dous problemas que se
poden presentar e que xa se trataron nalguns dos exercicio

anteriores. a posible aparicion de denominadores nulos e o feito

de que algunhas funcions poden ser engorrosas de derivar.
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5. Método da Regula Fals

Este Ultimo método poédese considerar tanto unha variacién da técnica de biseccién como da de
Newton. Coma sempre, queremos resolver a ecuacion g x 0, e de xeito semellante a como se
fixo no método de biseccidn, detectaremos previamente un intervalo a,b, que contefia a

solucion.

O seguinte paso consiste en calcular a recta secante da curva y g X que pasa polos puntos
a,,0 a8, e by,gb, , quepodescomprobaré

gb, ga

b, ,
bO aO X °

y g b,

tras o cal calcularase a sUa interseccion co eixo de abscisas; asi, facendo y 0 na ecuacion anterior

obtemos

gb, b, a,

X, b )
° 7 gb, ga

E neste Gltimo paso onde esta a variante do método de Newton, substituindo a tanxente pola secante

recén descrita. Atopamonos agora na situacion que indicaa Figura 9.

Figura9
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O punto X, divide ointervalo a,b, endoussubintervalos, a,,X, e X;,b, , queenxera non
terén igual lonxitude. Debemos identificar cal deles contén a solucion r, para o ca seranos Util a
experiencia acadada no método de biseccion; asi, saberemos que I a,,X, Se é certo que
ga, g X, 0,equer X,b, nocaso contrario. No noso exemplo gréfico, é evidente que o
seguinteintervalo detraballoserd a,,b,  X,,b, . Con este novo segmento voltaremos a calcular
a secante que une os puntos a,,0 &, e b,;,g b, , asi como a sla interseccion co eixo de
abscisas,

g bl bl al

b, ————.
% B gb, ga

Esta nova situacion é aindicada na Figura 10.
Como no método de Newton, reducimos unha ecuacién mas ou menos complicada por unha
secuencia de ecuacions lifiais, pero onde antes habia unha tanxente, agora atopdmonos cunha

secante. Este método pode ser utilizado cando a expresion da funcidn derivada g' x € complexa

de traducir a unha linguaxe de programacion, como o utilizado por unha folla de céaculo.

Figura 10

Como en casos anteriores, esquematizamos o0 procedemento para traballalo computaciona mente:
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1. Investigar e seleccionar os limites do intervalo inicial, a,y b,.
Seleccionar tamén o erro admisible 0.

2. Na iteracioni 0,1,2,... do agoritmo, cacular os valores

b b a
X b, 95 % & 'a‘egxi.
gb ga
3.Se g X , oresultado sera r X, e damos por rematado o

proceso. En caso contrario, imos 0 paso 2 e seguimos cos

calculos.

No documento f dc. sxc se materializa este agoritmo.

Exercicios

1. (Expresion alternativa para a formula de recurrencia.) Demostra que a expresion para calcular

X; polo método da Regula Falsi é equivalente a

aghb bga
gb ga

2. (Construccion de oleoducto.) Unha plataforma de
petréleo dista 7 km da costa, sendo necesario
construir un oleoducto dende esta ata unha
refineria situada xusto na lifia de costa Ta como
indica o debuxo, hai 15 km dende a refineria ata o

punto de terra frente 6 que se atopa a plataforma. O
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oleoducto debe ir parte por terra e parte polo mar, segundo amosa a lifia de trazo ancho. O custo
en € da construccion terrestre ven dado pola expresion

f. x 1900x",
mentres gque o custo da instalacion datuberia polo fondo do mar, taménen €, é
f 'y 3150y*°,

onde tanto x como y midense en km. Mediante a anulacion da primeira derivada da
funcion de custo, utiliza a folla de clculo para deducir polo método da Regula Fals cal € o
trazado que lle hai que dar 6 oleoducto para que o gasto econdémico sexa minimo.

3. (A voltas coa hidraulica.) No exercicio n° 8 da seccién anterior tratouse o caculo de certo
coeficiente  F nun problema de enxefieria hidraulica. O certo é que aquel enunciado estaba
retocado para que fose sinxela a aplicacion do método de Newton. O prantexamento real € o

seguinte: o coeficiente a calcular é o factor defriccion f, eaecuaciéon de Colebrook é

i_ 2log,, X 2—51
f 37d R f
onde
k : rugosidade dacarainterna datuberia (mm)
d : didmetro interno datuberia (mm)
R : numero de Reynolds (adimensional)

Calcula polo método da Regula Falsi canto vale o coeficiente de friccion da tuberia para os
vaores k 025 mm, d 300 mme R 200000.
4. (Un problema xeométrico.) ¢Cal é a abscisa do punto da curva y In x mais préximo a

orixe de coordenadas?
5. | (Outro problema xeométrico.) A circunferencia dafiguraten radio unidade e o arco maior que
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une os puntos A e B ten lonxitude dobre da que ten a corda AB. Calcula a

lonxitude da corda.

Autor: Mario Rodriguez Riotorto
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