G. W. Leibniz, Prefacio al opusculo de la cuadratura del circulo, 1675/6 GM V,
93-98.

Traduccion y notas de Manuel Luna Alcoba

(I E. S. Francisco Rodriguez Marin)



G. W. L. Prefacio al opusculo de la cuadratura aritmética del circulo'.

/93/ Puesto que el problema de la Cuadratura del
Circulo se encuentra en todos los lugares y en

brillantes estudios de investigacion, escritos adem as
por hombres absolutamente expertos y célebres en
Geometria, sera valioso exponer brevemente la natur aleza

de la cuestion (que parece haber sido buscada desde
siempre), qué se defendi6 antes de nosotros, qué
rechazamos y qué quedara por hacer a la posteriorid ad.
Cuando Pitagoras y sus discipulos expusieron los
elementos de la Geometria rectilinea, después redac tados
en un cuerpo por Euclides, ya se demostré6 que, para
cualquier figura rectilinea plana dada, puede crear se un
cuadrado igual, lo cual es evidentemente muy simple Y,
en cierto modo, es una medida de lo que queda. Empe z0
entonces a pensarse si no podria crearse una figura
rectilinea igual al circulo y, por tanto, igualarlo al
cuadrado. Y esto es lo que vulgarmente se llama la
cuadratura del circulo, pues si pudiera describirse
cierto Triangulo, u otro Poligono cualquiera, igual al
circulo, en todo caso seria en potencia igual al
cuadrado. Y puesto que Arquimedes sefaldé que un
Tridngulo rectangulo cuya altura sea de un radio y la
base como la circunferencia extendida en recta, ser iael
doble del circulo 2, si alguien encontrase alguna recta
igual a la circunferencia del circulo, daria con nu estra
cuadratura.
Al llegar aqui, algunos que oyen la explicacion,
se admiran al ver facilisimo lo que tanto tiempo ha n
buscado los Gedmetras, pues ¢qué mas facil, que hal lar
una recta igual a la circunferencia circundando el
circulo con un hilo material y después extendiéndol oen



linea recta y midiéndolo? Con el mismo derecho pued
decir que el circulo se cuadra facilmente si una ma
cera, primero circular, después se vuelve una figur
cuadrada, o si el agua de un cilindro cavado en mad
se pasa a uno excavado en forma cuadrada, pues, a p
de la altura del agua, aparece como es el circulo -
es la base del cilindro- al cuadrado -que es la bas
madero o prisma excavado- y si el agua se eleva el

o triple mas alto en el prisma que en el cilindro,
circulo sera la mitad del cuadrado o un tercio y, d

modo, otro cuadrado que sea el doble o el triple, s
igual al circulo, en lo cual no hay ningun problema

la Geometria. Es sabido, en verdad, que no es tal c

la que buscan los Gedmetras, sino un camino para Ssu
investigacion por el que, sin /94/ €l circulo material o
su transformacion o aplicacion al plano, pueda
encontrarse 'y designarse la recta igual a la

circunferencia, o también el lado del cuadrado igua
circulo, con cierto arte y regla o instrumento que

la capacidad de formar una linea recta, como son

aquéllos con los que se describen los Circulos, Eli

u otras lineas. Por consiguiente, no se busca la
cuadratura del circulo por el hilo extendido en rec

ni tampoco por la rueda hecha rodar en el plano o |
regla aplicada en contacto sucesivo con las partes
materiales de la circunferencia. De aqui, ademas, q

sea la que se busca la cuadratura del circulo mostr

por el contacto con la Hélice de Arquimedes, ni por

la vendié Arquimedes ®. Sin duda la Hélice es una linea

curva que describe un recorrido avanzando por los r
alrededor del centro y de éste hacia la circunferen
tocando al plano subyacente con su vértice inmovil

dejando en él rastros de su movimiento, compuesto a

partir de lo recto y lo circular. En esta medida se
entiende que el movimiento de los radios alrededor
centro y el recorrido en el radio es uniforme o
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Prefacio al opiisculo de la cuadratura aritmética

proporcional. Tal linea no esta en nuestro poder, p ues
(sin un circulo material) hasta ahora no hemos podi do
hacer que los radios se muevan siempre con velocida
igual o proporcional alrededor de los centros y a |
largo del radio. Ademds, si ya estuviese descrita,
deberia aplicarse cierta regla tangente a esta héli ce
sacada materialmente del plano, por la cual se
determinaria necesariamente la recta igual al circu lo.
Por otra parte, con el
3 ”»\wf Ptoblema de,la Cuadratura del
Circulo estd conectado el
/ problema de la seccién
universal del Angulo, o
9 4 Trigonometria Geométrica,
cuyos angulos pueden tratarse,
naturalmente, a semejanza de
i los de lineas rectas. Por
ejemplo, puede encontrarse un
angulo, que tenga a otro dado
una razon dada de numero a nimero, o también de rec ta a
recta, lo mismo que, a partir de los lados dados de un
Tridngulo, puede encontrase la cantidad del angulo ola
razén del arco tendido bajo éste a su circunferenci a
toda y como, inversamente, con un angulo y dos lado S, 0
con dos angulos y un lado dado, se llega geométrica mente
de modo parecido al Triangulo. Todo esto puede
demostrarse también sin Tablas si se da la Cuadratu ra
plena del Circulo, digo plena , esto es, del circulo y de
todas sus partes, naturalmente de los segmentos, co mo
CEFC, y de los sectores como ABDC. Sin duda, de est a
manera, puede encontrarse también una recta igual a
cualquier porcién o arco de circunferencia, por eje mplo
BDC, como sefialé Arqguimedes, y de ahi el arco (y lo que
le corresponde en el angulo) puede tratarse a semej anza
de las lineas rectas, lo cual seria mucho mas util que
la sola cuadratura del circulo. En efecto, de este modo,
sin aquella Tabla de Senos, podriamos resolver todo s los
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G. W. Leibniz

problemas Trigonométricos y /95/ nadie ignora cuan grande
es el uso de la Trigonometria en todas las cuestion es
matematicas.

Por otra parte, la Cuadratura del circulo
igualmente plena y menos plena es o empirica o raci onal:
la Empirica, se hace por el hilo extendido y otras
transformaciones e intentos, y ésta ya la hemos

rechazado; la Racional, se descubre por cierta teor iay
siguiendo una regla nacida a partir de la naturalez a de
la cosa. La Racional es exacta o aproximada, y una y
otra o por calculo o por trazado de Lineas: por cal culo
finito o infinito y por nudmeros racionales o

irracionales. Todas las aproximaciones a la cuadrat ura
se llaman Mecéanicas , se haga por el trazado de lineas,

como los ingeniosisimos Willebord Snell “y en primer
lugar ningan otro que Christian Huygens 5, 0 se haga por
calculo, como lo hicieron Arquimedes, Metius °, Ludolpho
de Colonia 7, Jac. Gregorio Scoto ¢y otros °. Arquimedes,
ciertamente, vio que, por medio de Poligonos inscri tosy
circunscritos, puede aproximarse la magnitud del ci rculo
cuanto se quiera . En efecto, si dos Poligonos
semejantes, como los que Euclides ensefia a delinear , por
ejemplo los Trigonos, Hexagonos, u otros, se inscri beny
circunscriben en el circulo, podrian, por la bisecc i6n
de los angulos que incluyen (pues la biseccién de | 0s
angulos puede hacerse por los Elementos ) inscribirse y
circunscribirse otros dos con el doble numero de la dos o
angulos que se tenian, y esto puede continuarse al

infinito, cayendo siempre el circulo entre los ulti mos
inscrito y circunscrito. Es decir, si comienzas por los

trigonos, se sigue por los hexagonos, dodecagonos,
24390M0S 4@ 8gonos - g@ 4gonos - jngeritns y  circunscritos de

modo semejante, pudiéndose proceder de este modo ha sta
donde quieras y, puesto que en estas bisecciones de los
poligonos siempre puede tenerse geométricamente el area
con bastante exactitud numérica, siempre se tendran las
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Prefacio al opiisculo de la cuadratura aritmética del circulo

areas entre las que cae el circulo, aproximandose
siempre al mismo y, de esta manera, puede hacerse g
error sea menor que cualquiera dado, esto es, si se
pide un nimero que exprese la razén de la circunfer
al diametro tan aproximada que no difiera en verdad
la centésima a la milésima u otras partes de la uni
esto puede hacerse continuando la biseccion. Este m
lo comenz6 Arquimedes, Metius lo llevdé mas lejos, p
mucho mas lo prolongd la increible labor producida
Ludolfo de Colonia, quien, si hubiese conocido los
compendios nacidos hoy dia, al menos habria visto
aliviado su trabajo en gran parte. A partir de las
proporciones halladas, para el uso en los muy peque
basta la Arquimédica, a saber, que la circunferenci
al diametro como 22 a 7 1. en las medianas, la de Metius,
gue es como 355 a 113; en las grandes basta con que
use la fracciobn de Ludolpho, que es como ...
Hallada la razén del diametro a la circunferencia,
medirse con facilidad cualquier otro arco por medio
la Tabla de Senos. Pues, si alguien extrae de la ta
el seno de medio minuto y lo duplica, tendra la cue
de un minuto o el arco mismo, que es la 21600
La cuerda que se desea puede
suponerse, con mediocre exactitud, igual a su arco
este modo, para encontrar la longitud correspondien
por ejemplo, a siete grados, puesto que contiene 42
minutos, basta encontrar la longitud de la cuerda d
minuto a partir de la Tabla y multiplicarla por 420
alguien quiere proceder aun con mayor exactitud, pu
usar del mismo modo los minutos y segundos del seno

Y, ciertamente, esta cuadratura del Circulo por
partes, aunque sea Racional, se llama no obstante
Mecanica. Es exacta también la que muestra la magni
buscada del Circulo o arco exactamente, y ésta es
o Numérica , es decir, o por el trazado de lineas o por
la expresion de los valores. El valor puede expresa

ava

la circunferencia.
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G. W. Leibniz

exactamente por la cantidad o por la progresion de la
cantidad, cuya naturaleza y modo de continuacion se

conoce. Por la cantidad, por ejemplo, si se da algu n
namero racional o irracional o también Algebraico,
incluido en cierta ecuacion, por el que se expresa el
valor del arco del circulo. Por progresion, si se
muestra cierta progresion, de la cual se da la reg| a de
continuacion al infinito, que expresa exactamente,
tomada toda a la vez, el valor del arco o del circu lo.
La primera expresion la llamo Analitica , la posterior,
en fin, como la progresibn procede por numeros
racionales, parece que puede proponérsele con razon el
titulo de Cuadratura Aritmética cuando digo: Si el
cuadrado del diametro es 1, el circulo se iguala a la
progresion completa de la fraccibn de los impares
alternativamente positivos y negativos bajo la unid ad,
esto es, l—l+l—l+l—i etc., al infinito, como se

1 3 5 7 9 11
demostrara en este opusculo, donde no puede negarse gque
se halla precisamente cierto valor exacto del circu loy
alguna expresion de su magnitud completamente verda dera.
Alguien dird que, la misma serie completa de estos
nameros, no es nada en absoluto, pues puede aumenta rsey
disminuirse. Con tal conviccibn pueden ser anulados
muchos teoremas. Me pregunto, como es posible que n 0 sea
nada, si expresa el valor del circulo, a menos que
juzguemos que tampoco éste es nada. Pero si es algo , por
consiguiente, descubrimos, en todo caso, cierto val or
exacto del circulo. Y si alguien hallase alguna vez la
progresion de los caracteres, del mismo modo como p uede
continuarse al infinito sin célculo la conocida
expresion de Ludolfo (generalmente se necesita cier ta
regla para mantener constante una progresion tal), lo

cual 97/ seria bellisimo, tendria la cuadratura
Aritmética del circulo en integros, asi como nosotr os la
dimos en fraccionales. Pero opino que esta regla se ria
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Prefacio al opiisculo de la cuadratura aritmética del circulo

dificilisima e inatilmente compuesta y de menor bel leza
para demostrar teoremas. En la nuestra, resplandece
cierta maravillosa simplicidad de naturaleza -por

ejemplo, los mismos numeros, que son las diferencia s de
todos los cuadrados en orden 2 expresan la razén del
circulo al cuadrado del diametro-, de tal modo que

dificilmente la expresion analitica del circulo se hara

por una cantidad y, si alguna vez se hallase tal

cantidad, la posteridad encontraria mas hermosa la

expresion, excepto que, con la misma regla se halla no
sélo el circulo, sino cualquiera de sus partes, no sélo
la circunferencia, sino cualquier arco, lo cual es

imposible que se haga de la misma manera con la

expresion analitica. De nuestra regla general y por

esto, de la Cuadratura Aritmética plena , Se obtiene,
suponiendo la Tangente, b, no mayor que el radio, y
siendo el radio la Unidad, que, evidentemente, el a rco,
b b3 bS b7 b9 bll
no es mayor al cuadrante que ———+—-—+—-— etc.
1 3 5 7 9 11
Por lo que los problemas Trigonométricos aparecen
resueltos sin tablas. De lo cual enseguida veremos mas.
Ademas, quedan dos cuadraturas exactas, una Lineal
0 Geométrica, la otra Analitica. Ciertamente, no to do lo
Analitico es Geomeétrico. En efecto, pueden expresar se
ciertas magnitudes, que no pueden mostrarse con el
trazado de lineas por las artes conocidas y, al
contrario, pueden trazarse lineas por instrumentos cuya
expresion aun no esta en nuestro poder. Sin duda, a Iguna
vez se muestran Lineas Geomeétricas, tan geométricas como
las parabolas e hipérboles y necesarias unicamente para
solucionar algunos problemas, que los Cartesianos
describen no menos facilmente por los movimientos d e
reglas avanzando con alguna proporcion y, sin embar go,
no pueden referirse con el calculo a ninguna ecuaci on ni
dimension. También sera cuadratura perfecta aquella que
sea a la vez Analitica y lineal, o que se construya de
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igual manera que las lineas referibles a ecuaciones de

ciertas dimensiones. Su imposibilidad fue afirmada por
el ingeniosisimo Gregory en el libro De la Verdadera
Cuadratura del Circulo B pero ciertamente en aquel

tiempo no acabo la demostracion, si no me equivoco. Yo
no veo aun qué impide medir la circunferencia misma o]
alguna parte determinada suya y que la razon del ar co a
SU SeNOo se exprese por una ecuacion de cierta dimen sion.

Pero la relacion del arco al seno es imposible de

resolver en general para las ecuaciones de cierta

dimensiéon , como demostraré en el opusculo, a partir de

locual /98/se deduce este Corolario: "No puede hallarse

la cuadratura plena analitica, expresada por una

ecuacion con términos cuyas dimensiones sean numero )
racionales, mas perfecta que la que dimos cuando di jimos
qgue e arco no es mayor al cuadrante que

b b3 bS b7 b9 bll

———+——-—+——— etc. Suponiendo su tangente b y el

1 3 5 7 9 11

radio 1". En efecto, como quiera que se haga, en to do
caso se progresa al infinito, pues de otra manera, como
se ha indicado, o no sera plena, 0 no mostrara cual quier
arco, o sera con seguridad de muy elevada dimension , lo
cual hemos demostrado que es absurdo. Pero si progr esa
al infinito, en cualquier caso, no es mas perfecta que
la que dimos. Puesto que su imperfeccion consiste e n que
progresa al infinito, es posible que sea por fortun a mas
comoda y simple que la nuestra, pero esto nos inter esa
poco, sobre todo cuando ni siquiera hace verosimil que
pueda hallarse una expresion en alguna indole mas s imple
y mas natural y que impresione mas a la mente, salv ando
la generalidad. Lo cual se demuestra faciimente del

siguiente modo. Sea la ecuacion hallada de cierto g rado
cualquiera, por ejemplo, cuUbica, cuadrato-cuadratic a,
sordosdlida o de quinto grado, de sexto grado, y as i
sucesivamente, de tal manera que la ecuacion hallad a
tenga alguna dimensién maxima y por exponente un nu mero

8
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finito. Supuesto esto, puede trazarse la linea curv a de
este grado, de modo que la abscisa exprese el seno, yla
ordenada el arco o al contrario. En consecuencia, e I
arco o el angulo de la linea podra necesariamente

dividirse en una razén dada, o del arco, que tiene un
razén dada, a lo precedente, se hallara el seno. Po r
consiguiente, el problema de la seccion universal d el

angulo sera de cierto grado, naturalmente sélido o

sordosdlido, o de otro grado mas alto, sin duda el

sefialado por la naturaleza o ecuacion de la linea

susodicha. Pero esto es absurdo. En efecto, es sabi do
gue son tantos los diferentes grados del problema,

cuantos son los numeros (al menos impares) de la

seccién: pues la biseccion del angulo es un problem a
plano, la triseccion un problema sélido o conico, | a
quinta seccibn es un problema sordosdlido y asi
sucesivamente al infinito; el problema se hace mas alto
cuanto mayor es el niumero de partes iguales en las que
esta dividido el angulo, lo que segun los Analiticos es
cosa reconocida y podria probarse de modo universal , Si

correspondiese en este lugar. Es imposible, en
consecuencia, que la relacibn del arco al seno se

exprese en general por las ecuaciones de cierto gra do
determinado. Q. E. D.
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Not as del traductor

! El Prefacio a la cuadratura aritmética del
circulo esta escrito en 2° abarcando 3 paginas y tr es
cuartos de otra. Para la traduccion hemos seguido | a
edicion de Gerhardt (GM V, 93-8) corrigiéndola en
algunos puntos por su cotejo con el manuscrito.

2 Se refiere a la proposicién 1 de la obra de
Arquimedes Medida del circulo (cfr.: Cientificos
griegos , recopilacion, estudio preliminar, preambulos y
notas por Francisco Vera, vol. I, Aguilar, Madrid,
1970, pag. 94 -en ésta, como en las restantes citas de
Arguimedes, quisiera manifestar mi agradecimiento a la
Prof. Dra. Carmen Hernandez de la Universidad de
Sevilla, cuyos enormes conocimientos en la materia me
han sido de gran ayuda).

® Lo que hizo Arquimedes en su obra Sobre las
espirales fue obtener cuadraturas diversas de areas
relacionadas con la espiral (lll, prop. 20 y ss.) y
mostrar cémo, teniendo un arco de circulo, puede

obternerse la dimension del circulo o al contrario. La
cuadratura arquimédica de la espiral fue la base so bre
la cual los matematicos del siglo XVII obtuvieron s us
cuadraturas, si bien por procedimientos geométricos

poco rigurosos (cfr.. Gonzalez Urbaneja, P. M. Las

raices del calculo infinitesinaml en el siglo XVII :
Alianza Editorial, Madrid, 1992, pags. 69 ss.).

4 Se esta refiriendo al célculo abreviado de la
cuadratura del circulo por medio de aproximaciones
geométricas expuesto por W. Snell (1580-1626) en su
Cyclometricus, Leiden, 1621.

® Christian Huygens (1629-1695), matematico y

cientifico suizo con quien Leibniz mantuvo una larg a
correspondencia. Alude, probablemente, a la demostr acion
y ampliacion de la regla de Snell expuesta por Huyg ens

en su De circuli magnitudine inventa, Leiden, 1654.

® Adriaen Antonisz Metius (1527-1607), matematico e
ingeniero francés que dio la aproximacion n = 355/113,
publicada por su hijo (Adrien Metius) en su obra
Problemata Astronomica, geometrice delineata, Leyde :
1625.

" Ludolph von Ceulen (1540-1610), matematico

holandés que en sus Fundamenta arithmetica et
geometrica , Leiden, 1615, daba una aproximacion a n de
32 cifras calculando el perimetro de poligonos insc ritos
y circunscritos de 2 %2 |Jados. Se dice que este valor,

denominado namero ludolfiano, fue su epitafio.
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8 James Gregory (1638-1675) en su Geometrize pars

universalis , Padua 1668, pag. 123, tras dar una cierta

aproximacion a la cuadratura del circulo acababa po r
confesar que "... me nullo modo potuisse invenire

rationem inter curvam ellipticam vel hyperbolicam e t
rectam ..., ita ut facile credam, hanc rationem ess e non

analyticam, et uno gradu esse superiorem illa inter
circulum et diametri quadratura". La serie de Grego

para el célculo del arco tangente de 1, hallada en 1671,
1 1 :
era I—T:I—— ——=+. Z( ) . El problema de esta serie
4 3 5 7 5 2n+1
es que, programando un superordenador de los actual es
para efectuar las sumas y multiplicaciones, no lleg aria

a proporcionar una cifra exacta de pi por afo.

° Listas semejantes pueden encontrarse en Leibniz a
Oldenburg, 30-111-1675 y Leibniz a La Roque, finale S-
1675, Ak 111, 1, 202 y 338 respectivamente.

19" | os poligonos inscritos y circunscritos aparecen
en el tratado de Arquimedes Sobre la esfera y el
circulo, Libro 1, proposiciones 6 y 7 (cfr.: Cienti ficos
griegos, vol. 1, pags. 30-1).

1 |a proposicién 2 del escrito de Arquimedes

Medida del circulo afirma: "La razon de un circulo al
cuadrado de su diametro es aproximadamente la de 11 a
14". En la proposicion 3 del mismo tratado se demue stra
que "la circunsferencia de un circulo es igual al t riple
del diametro y una parte de éste menor que la sépti ma, y
mayor que diez setenta y un avos del diametro" (cfr .
Cientificos griegos , Vol. 2, pags. 96 y ss.).

12 ge refiere a que 1 202=1;2 2-1 ?=3;3 ?.2 %=
5, etc.

13 Cfr.: Gregory, J. Vera circuli et hyperbolee

quadratura , Padua | 1667.
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