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Resumen

Este documento introduce de forma breve algunos conceptos de la
l6gica matemética, comenzando en la légica de proposiciones, para pasar
después a la logica de predicados y, por ultimo, presentar la seméantica
declarativa basica de la programacién légica “pura’.
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1. Légica de proposiciones

La légica de proposiciones es un lenguaje que permite expresar razonamien-
tos en base a dos wvalores de verdad: “verdadero” y “falso”. Sintacticamente
consta de atomos, unidades indivisibles a los que se asocia un valor de ver-
dad, y férmulas, que permiten expresar razonamientos compuestos a partir de
atomos, y cuyo significado es también un valor de verdad que vendra dado en
funcién del de los 4&tomos componentes.

1.1. Atomos

Un atomo es, como dice su nombre, una entidad indivisible e independiente
en el lenguaje de légica de predicados — se denotard como X al conjunto de
atomos a considerar. Estos atomos pueden representarse mediante un conjunto
finito de letras (X = {a,b,--- ,z}) o de forma mds general, por un conjunto
infinito de identificadores alfanuméricos.

1.2. Férmulas

A partir de un conjunto ¥ de atomos se forma un lenguaje £ — o Ly, para
explicitar su dependencia de ¥ — de férmulas definido inductivamente como el
menor conjunto cerrado bajo las siguientes reglas:

1. LeLyTelL.
2. Para cualquier a € ¥, a € L.
3. Para cualquier o, § € £ se cumple:

n e L.
= aANFEL.



= aV@eL
ma— [ EL
= a— feLl.

El alfabeto del lenguaje serd por tanto A = {1, T,—-, A, V,—, <} UX.

Las férmulas definidas por la regla (3) se llaman férmulas compuestas (y las
definidas por la regla (2) son férmulas atdmicas).

Un subconjunto I' C £ de férmulas se llama teoria.

1.3. Semantica
1.3.1. Semantica de los atomos

La semantica de los atomos viene dada por una interpretacién, que es
cualquier funcién que asocie un significado a cada atomo de un conjunto X:

$: X — {T,F}

Un ejemplo para ¥ = {p,q,r} podria ser la funcién tal que S(p) = T,
S(q) =F, S(r)=T.

Se denotard S = {T,F}* como el conjunto de todas las interpretaciones
posibles para los atomos de Y. En realidad este conjunto también puede ser
visto como 2%, es decir, el “conjunto potencia” de ¥ y por tanto identificar una
interpretacién como un subconjunto de ¥; los atomos que estén en el subcon-
junto tendran seméntica T, y los que no F, o viceversa. Ambas notaciones son
equivalentes.

Si |¥| = n, hay 2™ interpretaciones posibles.

1.3.2. Semantica de las férmulas

Siendo L cualquier lenguaje légico de proposiciones definido sobre ¥, puede
asociarse un significado a una férmula o € £ a partir de una interpretacién
& : ¥ — {T,F}. Para ello se define la relacién satisface, denotada como S = «,
que se lee “S satisface la férmula «”, por la cual la interpretacién < asocia la
semdntica de “verdadero” (T) a la férmula a. § £~ « se lee “S no satisface la
férmula «”, y equivale a asociar la seméntica de “falso” (F).

La relacion se define por induccién estructural de la siguiente manera, para
cualquier interpretacién S : ¥ — {T,F}, para cualquier p € 3, o, € L:

s SpE L

p siy sélo si S(p) =T.
—a siy sélo si § JE a.
aAfsiysblosiSEay S EL

aV (3 siy sblo si o bien & | «a, o bien § = 3, o ambos.

o — [ siy so6lo si o bien § £ «, o bien & = 3, o ambos.



» SEa— fGsiysilosiobien S Eay S B, 0bien S FEay S E LS.

La siguiente tabla muestra el valor de verdad asignado a las férmulas com-
puestas a partir de a y 0 en funcién de los valores asignados a 'y (:

—a | aANf |aVB|la—=0|a—p

o | B

F|F| T F F T T
F|T| T F T T F
T|F| F F T F F
T|T| F T T T T

A una tabla de estas caracteristicas se le denomina tabla de verdad.

1.3.3. Propiedades

En lo siguiente se asumira cualquier lenguaje £ sobre 3, donde p € ¥ es cual-
quier dtomo, S : 3 — {T,F} es cualquier interpretacién, «, 3 € L cualesquier
férmulas, y I' C £ cualquier teoria o conjunto de férmulas..

= Se dice que § es un modelo de la férmula « siit $ = a. Se dice que S es
un contraejemplo de « sii § £~ a.

También se dice que S es un modelo de T, escrito S =T, si es modelo de
todas sus férmulas (es decir, si & = v para todo v € T).

= Sii una férmula « se satisface para cualquier interpretacion S, se dice que
es una tautologia. Son ejemplos de tautologias T y pV—p. Andlogamente,
sii una férmula nunca se satisface en cualquier interpretacion &, se dice
que es una contradiccién. Son ejemplos de contradicciones L y p A —p.

Es claro que si « es una contradiccion, entonces —« es una tautologia, y
viceversa.

= Sii cualquier interpretacion asigna el mismo valor de verdad a dos férmulas
ay (3, se dice que ay 3 son légicamente equivalentes y se denota oo = f3.
Es claro que o = 3 sii a < 3 es una tautologia.

= Dada una teoria o conjunto de férmulas I' C L, se dice que I' es consisten-
te sii existe al menos una interpretacién que satisfaga todas las férmulas.
SiT es un conjunto finito {v1,y2,- - ,¥n}, se tiene que I" es consistente sii
la férmula v3 Ay2 A+ - - A7y, admite algin modelo. Sii I' no es consistente se
dice que es inconsistente. Es claro que conjunto vacio {} es consistente.

= Sii cualquier interpretaciéon que satisfaga todas las férmulas de I' C L
también satisface o € L, se dice que « es consecuencia légica de I" y se
denota I' = . En el caso particular de que I' = {}, se tiene que cualquier
interpretacién satisface todas las férmulas de {}, y por tanto “{} = «”, o
simplemente “= a”, es equivalente a decir “« es una tautologia”.

Siendo I' un conjunto finito {y1,v2,- - , Vs }, se tiene que « es consecuencia
logica de T" sii vy A2 A -+ Ay, — « es una tautologia.

En general, si I' = {a}, se escribe “a = 3”7 como equivalente a “{a} = 57.

1En adelante se utilizard “sii” como abreviatura de “si y sélo si”.



1.3.4. Fortaleza y debilidad de férmulas

Se define la funcién M : £ — 29 que asocia a cualquier férmula de £ el
conjunto de interpretaciones que la satisfacen; es decir, sus modelos. En general,
para cualquier o € £, § € 5, se tiene que & € M(a) si y sélo si S = a.

Debido a las definiciones que se han dado en el apartado anterior, se tiene
lo siguiente, para cualquier a, 8 € L:

= Sii « es una tautologia, es decir, sii = «, entonces M(a) = S (todas las
interpretaciones son modelo de «).

= Sii & es una contradiccién, entonces M(a) = 0.
= Sii o = /3 entonces M(«a) = M(f).
= Sii « |= 8 entonces M(a) € M(f).

Este tultimo punto sugiere las nociones de fortaleza y debilidad de férmulas.
Dadas cualquier «, 8 € L, se dice que “«a es mds fuerte que 3” (o, equivalente-
mente, “0 es mds debil que «), siy sélo si M(«) C M(fB) — es decir, a = S.

Es claro que las tautologias son mds débiles que cualquier otra férmula,
es decir, a = T para cualquier . Andlogamente, las contradicciones son mds
fuertes que cualquier otra férmula, es decir, L = « para cualquier a.

1.4. Consecuencia y equivalencia légica

Se debe recalcar la diferencia que existe entre “a — 5”7 y “a | 37, para
a,BeL.

La primera es una nueva férmula légica de £ que formaliza una consecuencia
dentro de un dominio (interpretacién) particular. Es decir, serd cierta en una
determinada interpretacién sii 0 es cierta si « es cierta en la interpretacion,
segun se definié en la relacién “satisface”.

La segunda de las expresiones no es una férmula légica; ni siquiera el simbolo
“E” forma parte del alfabeto del lenguaje 16gico que se definié en la seccién
correspondiente; y expresa, segin se ha dicho, una consecuencia logica: una
consecuencia debido a las leyes del lenguaje légico que es siempre cierta, en
cualquier dominio (interpretacién), y que equivale por tanto a “= a — 7.

Andlogamente, la misma diferencia existe entre “a <« 37 y “a = 37.

Propiedad : Sea vy(a) € £ una férmula, donde « puede o no aparecer como
subférmula. Si a = 3, entonces y(a) = v(05).

1.4.1. Algunas equivalencias légicas
Algunas equivalencias légicas, para cualquier «, 3,7 € L:
1. =—a = a (doble negacién).
2. a A a = a (propiedad idempotente).
3. a A B =0 Aa (propiedad conmutativa).

4. (a AB)Ay=a A (B Ay) (propiedad asociativa).



© »® N2

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

aV a = «a (propiedad idempotente).

aV fp =PV a (propiedad conmutativa).
(aVpB)Vy=aV (BV~7) (propiedad asociativa).
(aVB)Ay=(aAy) V(B AY) (propiedad distributiva).
(aANB)Vy=(aVy) A(BV7y) (propiedad distributiva).
aV 1 = «a (elemento neutro).

a AT = a (elemento neutro).

T—=a=a.

a— 1 =-a.

a— [=(-a)Vp.

—(aV p) =(-a)A(—f5) (de Morgan).

—(a A B) =(-a)V(—F) (de Morgan).

a A L =1 (elemento absorbente).

alN-a=1.
aV-a=T.
a—T=T.
1l —-a=T.

aV T =T (elemento absorbente).

aNB—a=T.

Estas equivalencias logicas pueden utilizarse para probar ciertas tautologias.
Por ejemplo, se probard que “(a — ) A = — —a” (para cualquier a, 8 € L)
es una tautologia:

(a = BN -0 —

= (V) A8 — -a (14)
= (CaA=B)V(BA=P) = o (8)

= (raA=08)V L — -« (18)
= —aA-f— (10)
= T (23)

Por tanto se tiene (o — B) A= — ~a = T, es decir, = (o — ) A= — —«
o, equivalentemente, {& — 3,70} = —a. Esta consecuencia légica se conoce en
l6gica clasica como Modus Tollens.



1.4.2. Deduccién: sistemas deductivos

Sea L cualquier lenguaje proposicional de férmulas. Sea I' C £ una teoria.
Dicha teoria estard formada por formulas que formalizan ciertos hechos y re-
laciones logicas entre ellos de un cierto dominio. El objetivo serd obtener una
nueva férmula o € £ que sea consecuencia légica de la férmulas de T', es decir,
tal que T’ = «. Naturalmente, para que esto tenga sentido, el conjunto I" ha de
ser consistente. Si " fuese inconsistente, se tendria I' = « para cualquier .

Un sistema deductivo D es un sistema formal que permitird, mediante una
serie de reglas, derivar férmulas a a partir de teorfas I'. Se escribe “I" Fp o”
para expresar “«a se deriva de I en D”.

Pueden definirse las siguientes propiedades para un sistema deductivo:

= Correccién (Soundness): Un sistema de reglas D es correcto si, para
cualquier teoria I' y férmula o:

SiT kp «, entonces T’ | «

= Completitud (Completeness): Un sistema D serd completo si, para
cualquier teoria I' y férmula a:

SiT E «, entonces I' Fp «

Como se observa, la correccién es una propiedad fundamental de cualquier
sistema, deductivo, puesto que es la que permitird afirmar que las deducciones
o derivaciones en D son consecuencias logicas vélidas.

2. Légica de predicados

Lalégica de predicados es una extension de la ldgica de proposiciones. Si la
logica de proposiciones permitia expresar razonamientos en base a dtomos sobre
el significado de “verdadero” o “falso”, la légica de predicados permite razonar
sobre relaciones o propiedades 2 que presentan objetos de un universo. Para
ello, proporciona herramientas para representar objetos concretos del universo,
e introduce el concepto de variable que permite referenciar un objeto cualquiera
del universo (sin concretar), un mecanismo de abstraccion.

La légica de predicados es de primer orden (también conocida como FOL,
de first order logic) si dichas variables sélo pueden hacer referencia a un objeto
cualquiera del universo y no a una “relacion cualquiera” entre ciertos objetos.

Sintacticamente, el lenguaje consta de términos, que permiten representar
los objetos del universo, y formulas, que permiten expresar el hecho de que n
objetos estén relacionados mediante una relacion o propiedad determinada, y
razonamientos 16gicos en base a estos hechos (al igual que en la 1égica de pro-
posiciones). El significado de un término serd por tanto un objeto del universo,
y el de una férmula un valor de verdad.

Se definird a continuacion el alfabeto sobre el que se construye el lenguaje:

2En este documento se utilizard “relacién” y “propiedad” sin hacer distinciones, de forma
intercambiable.



2.1.

Alfabeto

Un alfabeto para el lenguaje de la logica de predicados esta formado por los
siguientes elementos:

» Las constantes: permitirdn hacer referencia a un objeto concreto del uni-

2.2,

verso. Se representaran por identificadores alafanuméricos con tipografia
“versales”; por ejemplo R0JO, NORTE, ORQUIDEA. También es frecuente
su representaciéon por identificadores que comienzan con letra minuscula.
Serd C el conjunto de las constantes.

Las variables: permitiran hacer referencia a un objeto del universo sin es-
pecificar. Como convencion léxica, las variables se representaran mediante
identificadores alfanuméricos que comienzan por una letra mayuscula y
con tipografia “cursiva”: por ejemplo X, Z, Resultado o Valor. Serd V el
conjunto de las variables.

Los funtores: permitiran hacer referencia a objetos compuestos, como por
ejemplo una estructura de datos. Un objeto compuesto podra componerse
de n objetos, a este nimero n se llamara la aridad del funtor. Se represen-
taran por un identificador alfanumérico con tipografia “versales” seguido
por su aridad, de forma que f/n hard referencia al funtor con identificador
f y aridad n (realmente una constante no es mds que un funtor de aridad
0).

Por ejemplo, un funtor FECHA /3 podria representar una estructura “fe-
cha” compuesta de tres objetos (un dia, un mes y un afio).

Sera F el conjunto de los funtores.

Los predicados: expresan una propiedad determinada que cumplen de-
terminadas tuplas de n objetos; a este nimero n se llamaré la aridad del
predicado. Se representaran por un identificador alfanumérico con tipo-
graffa “versales” seguido por su aridad, de forma que p/n har referencia
al predicado con identificador p y aridad n.

Por ejemplo, en un universo de objetos en el espacio, un predicado DEN-
TRO_DE/2 podria expresar la relacién “dentro de”. En un universo numéri-
co (por ejemplo el de los niimeros naturales), la relacién SUMAN/3 podria
expresar la relacién de que la suma de dos objetos es un tercero.

Sera P el conjunto de los predicados.

Término

El término serd la categoria sintdctica que permitird referenciar objetos
del universo. Utilizard por tanto dtomos (para representar objetos simples del
universo), variables (para hacer referencia a un objeto sin especificar) y funtores
(para representar objetos compuestos de otros objetos).

El conjunto de términos 7 se define, a partir de un alfabeto dado, de forma
inductiva como el menor conjunto cerrado bajo las siguientes reglas:

1.
2.
3.

Cualquier constante a € C es un término, a € 7.
Cualquier variable v € V es un término, v € 7.

Si f/n € F es un funtor, y t1,--- ,t, € T, entonces f(t1, - ,t,) € 7T.



2.3. Fo6rmula

El conjunto de férmulas £ sobre un alfabeto dado se define inductivamente
como el menor conjunto cerrado bajo las siguientes reglas:

1. TeLylel
2. Sip/meP,yty, - ,t, €T ,entonces p(ty,- -+ ,t,) € L.
3. Si o, 8 € L son férmulas también lo son:

QY
aNf
aVp

= a—

s
4. Si x € V es una variable, y a € £ es una férmula, también son férmulas:

V2o

» 2«

Los simbolos {T_L(,)=AV —«} también son parte del alfabeto del lenguaje,
aunque se identificard “alfabeto” simplemente con constantes, variables, funtores
y predicados.

Las férmulas definidas por la regla (2) se llamardn férmulas atémicas o,

simplemente, Atomos.

2.4. Semantica

En adelante, serd D el conjunto de los objetos del universo considerado
(también llamado dominio).

Al igual que en la légica de proposiciones, serd necesario asignar un signifi-
cado a los elementos del alfabeto, lo que se denomina interpretar el alfabeto.

2.4.1. Interpretacién

Una interpretaciéon & de un alfabeto asocia:
= Cada constante a € C con un significado ag € D en el dominio.
» Cada funtor f/n € F con una funcién fg : D™ — D.

= Cada predicado p/n € P con una relacién pg CD X --- x D.
—_—

n

Ha de observarse que las variables no forman parte de la interpretacién del
alfabeto. Esto es debido a que las variables hacen referencia a un objeto sin
especificar del universo, y por tanto no tienen un significado estéatico definido a
priori, sino uno dindmico que puede variar segtin el contexto.



2.4.2. Valuacién

La semantica de las variables vendra dada por una valuacién, que como
se ha dicho podra variar segin el contexto. Una valuacién es una funcién ¢ :
Y — D. Si m € D es cualquier objeto y € V cualquier variable, entonces
¢{m/x} : V — D es una nueva valuacién, obtenida a partir de ¢ de la siguiente
manera:

stmi ={ 5 U5

para todo y € V.
Se utilizard también la notacién ¢{mi/x1,--- ,my,/x,} para especificar un
cambio miultiple de contexto.

2.4.3. Semantica de los términos

Como se ha dicho, los términos representan los objetos del universo. Por
tanto, la seméntica de los términos serd una correspondencia 7 — D que asocia
un significado del dominio D a cada término.

La semdntica de los términos dependerd de la interpretaciéon & del alfabeto
y de una valuacién ¢ de las variables en un contexto determinado. Se deno-
tard como g : 7 — D.

Sit € 7 es un término, el significado Jy(t) € D vendrd dado de la siguiente
manera:

= SiteC, S¢(t) =tg.
» Sit eV, seasigna Syu(t) = @(2).

w Sit= f(t1,---,t,) donde f/n € Fyt, - ,t, €T, se asigna S4(t) =
f(\?(%d)(tl)v"' ,34)(75”)).

2.4.4. Semantica de las férmulas

A partir de una interpretacion & del alfabeto y — lo que es una novedad
con respecto a la légica de proposiciones — de un contexto (valuacién) inicial
de variables ¢ puede asociarse un significado a una férmula « € L. Para ello se
define la relacién satisface, denotada como I =4 «, que se lee “S satisface la
férmula « en el contexto ¢”, por la cual la interpretacion & en el contexto ¢
asocia la seméntica de “verdadero” (T) a la férmula a. S, a se lee “S no
satisface la formula a en el contexto ¢”, y equivale a asociar la semantica de
“falso” (F).

La relacion se define inductivamente de la siguiente manera, para cualquier
interpretacién & y contexto inicial ¢, para cualquier z € V, o, 8 € L:

Fo T
Ko L.

Eo p(t1,- -+ ,t,) donde p/n € P siy sélo si (Se(t1), -, Se(tn)) € ps.

&l

-
&

&

» 3y nacsiy sélo si S g a

10



EoaABsiystlosi Sy ay Sy S
s aV [ siysélosiobien § =y a, o bien S =y 4, 0 ambos.
o« — [ siysélosiobien S 4 «, o bien § =, 5, 0 ambos.

=
Eo o < [ siysélosiobien ¥k, ay Sy 8, 0bien Sy ay
o 5.

¢ ¥ @ asii, para todo m € D, S Ey(m/a} Q-

| |
QL W L W W

¢ 3 @ asii, para algin m € D, S Ey(m/a) -

2.4.5. Variables libres y ligadas

La seméntica de las férmulas V ¢ 'y 3 = « (para todo z € V, a € L),
se ha definido de forma que & |=¢ V z « sii, para todo m € D, S Fg(m/a}
(andlogamente para “3”). Se observa que ¢{m/z}(x) = m para todo ¢ por
definicién, es decir, es irrelevante la valuaciéon que tenga en ¢ la variable x para
la semdntica de V z « (y de 3 x ). Por ello, se dice que la variable z estd ligada
en dichas férmulas.

Las variables que apareciesen en una férmula que no estan ligadas se dice
que estan libres.

Se define la funcién FV : £LU7T — 2V, que obtiene el conjunto de variables
libres de una férmula o término, de la siguiente manera, para todo c € C, x €

V, f/neF, p/neP, a€L.
= FV(c) = 0.
= FV
» FV(f(t1, - ,tn)) =FV(t;)U---UFV(¢,), donde ty,--- ,t, € T.

(

(

(
« FV(T)=FV(L) =10
s FV(p(ty, - ,tn)) =FV(t1) U---UFV(¢,), donde t1,--- ,t, € T
= FV(-a) =FV(a)
= FV(a A B) =FV(a) UFV().
s FV(aV @) =FV(a) UFV(P).
» FV(a — 8) =FV(a) UFV(3).
s FV(a < §) =FV(a) UFV(3).

(

= FV
» FV(3 2z o) =FV(a) — {z}.

Si « € L es cualquier férmula, se dice que « es cerrada o base sii FV(a) = 0.

Sit € T es cualquier término, se dice que t es un término base (ground term)
sit FV(t) = 0. Decir término base equivale a decir término sin variables, puesto
que no es posible que haya variables ligadas en un término.

Es claro que si a es una férmula cerrada, su semantica no depende de una
valuacién inicial. Por ello, se escribird simplemente “S |= o” para denotar que
una interpretacién $ satisface la férmula cerrada «; en general, & = « si y sélo
si & =4 « para toda valuacién inicial ¢.
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2.4.6. Ejemplo

A modo de ejemplo, témese el universo de los nimeros naturales (D = N).
Sea el siguiente alfabeto:

C = {Zero}
F = {Svcc/1}
P = {Even/1}

Y sea la interpretacién & tal que

ZEROg = 0
Succg(n) = 14 n paratodon €N
EVENS = {<0>7 <2>7 <4>a <6>7 <8>a to }

Siendo @ = EVEN(Succ(Succ(Succ(ZERO)))), se calculard la seméntica de
a segin la interpretacién § y en cualquier valuacién inicial ¢ (ya que FV(«a) =

0):

S = a siy sélo si (g (Succ(Suce(Succ(ZERO))))) € EVENg.

Sp(Succ(Succ(Succ(ZERO)))) =

1+ Q4 (Succ(Succ(ZERrO))) =
14+ 1+ S4(Succ(ZERO)) =
1+1+4 1+ S4(ZERO) =
1+1+14+0=

= 3

Como (3) ¢ EVENg;, se tiene
S a

Es decir, la semdntica de la férmula « en la interpretacién  (en cualquier
valuacién) es F (“falso”).

2.4.7. Propiedades

En lo siguiente se asumird cualquier lenguaje de predicados L, cualquier
interpretacién S, siendo «,8 € L cualesquier féormulas cerradas — es decir,
FV(a) =FV(B8) =0 —, y T C L cualquier teorfa o conjunto de férmulas.

Las siguientes propiedades y definiciones son analogas a las que se hizo para
la légica proposicional, pero teniendo en cuenta que, como se ha dicho, o y 8
son férmulas cerradas. También hay alguna diferencia de nomenclatura.

» Se dice que ¥ es un modelo de la férmula cerrada « sii § = a. Se dice
que S es un contraejemplo de « sii § = a.

También se dice que  es un modelo de I', escrito & =T, si es modelo de
todas sus férmulas (es decir, si § =y para todo v € T').
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= Sii una férmula cerrada « se satisface para cualquier interpretaciéon <, se
dice que es una validez légica. Andlogamente, sii una férmula nunca se
satisface en cualquier interpretacion <, se dice que es una contradiccién.

Es claro que si « es una contradiccién, entonces —« es una validez légica,
y viceversa.

= Sii cualquier interpretacion asigna el mismo valor de verdad a dos férmulas
ay 3, sedice que a'y (8 son légicamente equivalentes y se denota o = .
Es claro que o = 3 sii a <~ 3 es una validez logica.

= Dada una teoria o conjunto de formulas I' C L, se dice que I es consisten-
te sii existe al menos una interpretacién que satisfaga todas las férmulas.
SiT es un conjunto finito {y1,v2,- - ,¥n}, se tiene que I" es consistente sii
la férmula v3 Ay2 A+ - - A7y, admite algin modelo. Sii I' no es consistente se
dice que es inconsistente. Es claro que conjunto vacio {} es consistente.

= Sii cualquier interpretaciéon que satisfaga todas las férmulas de I' C L
también satisface o € L, se dice que « es consecuencia légica de I" y se
denota I' = . En el caso particular de que I' = {}, se tiene que cualquier
interpretacién satisface todas las férmulas de {}, y por tanto “{} = «”, o
simplemente “= a”, es equivalente a decir “« es una validez l6gica”.

Siendo I' un conjunto finito {y1,72, - ,vn }, se tiene que « es consecuencia
logica de T" sii 3 Ay2 A--+ Ay, — « es una validez légica.

En general, si I' = {a}, se escribe “a = 37 como equivalente a “{a} = §”.

2.4.8. Algunas equivalencias logicas

Todas las equivalencias logicas en légica de proposiciones que aparecen en
la seccion 1.4.1 son también equivalencias logicas en légica de predicados.

Como novedad se introducen las siguientes, conocidas como leyes “de Mor-
gan” generalizadas, para todo a« € L, © € V:

s Vza)=3 2 -«

s 2(Fza)=Va

3. Programacién légica

El objetivo de la programacién légica sera describir mediante férmulas 16gi-
cas, en concreto logica de predicados de primer orden, una serie de hechos y
reglas sobre relaciones o propiedades de algin problema o computacién que se
quiera resolver. Un programa légico definird un modelo que satisfaga dichos he-
chos y reglas. Dicho modelo constituira la semdntica declarativa del programa
légico.

De acuerdo con esta seméntica, el objetivo de un intérprete logico sera,
dado una férmula légica en cierto formato, decir si el modelo que define el
programa légico satisface o no dicha férmula (y también, si contiene variables,
para qué valuacion de las mismas se satisface).
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3.1. Clausulas de Horn

Las cldusulas de Horn son férmulas 16gicas que expresan conocimiento decla-
rativo positivo. Tienen la siguiente forma, donde Ag, Ay, -+ , A, son dtomos — es
decir, férmulas de la forma p(ty, - - - , t,,) para cualquier p/n € Py ty1, -+ ,t, € T

A0<—A1/\--'/\An

(Se ha invertido el sentido del simbolo “—” ya que ésta es la forma més
frecuente en programacién légica y, en concreto, en el lenguaje de programacion
PROLOG.)

Se ha dicho que “expresan conocimiento declarativo positivo” puesto que
dichas clausulas pueden expresar las condiciones para que exista una relacion
entre ciertos elementos, pero nunca cuando esta relacién no se da.

En adelante, tomando A = {4;,---,A,} y A = Ag, se representarén las

clausulas de la siguiente forma:
A—A

Si A =0, la cldusula es 16gicamente equivalente a “A” 3

Un conjunto I' C {A «— A} formado por cldusulas de Horn serd un progra-
ma légico.

Es claro que un programa logico serd siempre consistente, puesto que las
cldusulas de Horn estdn formadas por férmulas atémicas (positivas), siendo im-
posible expresar una contradiccién.

3.2. Universo de un programa légico

Se ha dicho que la seméantica del lenguaje 16gico de primer orden estaba
asociada a un universo de significado. Asi, el significado de un término era un
elemento de dicho dominio, y la seméntica de un predicado era una relacién de
elementos de dicho dominio.

., Cudl es el universo asociado a un programa légico? Desde el punto de vista
del lenguaje de programacién, estas relaciones se haran en base a los propios
términos formados a partir del alfabeto (simbolos) del lenguaje, con indepen-
dencia de cualquier dominio externo que el programador quiera representar con
ellos.

3.2.1. Universo de Herbrand

El universo de Herbrand, H, es el conjunto formado por todos los términos
sin variables que pueden formarse en el alfabeto considerado. Se define como

ieN
a partir de la siguiente serie:
Hy = C
Hiyw = HU{f(tr, - ,tn) | f/nEF, t1,- - ,t, € H;} para todo i € N

El universo de Herbrand serd el universo asociado a un programa logico
(sobre un alfabeto considerado).

3Ello se sigue de que T es elemento neutro, con respecto a la equivalencia de férmulas, de
la conjuncién, y de que T — o = « para toda férmula a.
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3.2.2. Base de Herbrand

La base de Herbrand, B, es el conjunto formado por todos los dtomos cerrados
que pueden formarse en el alfabeto considerado. Se define de la siguiente manera:

B:{p(t177tn) ‘p/nep7 t177tn€H}

3.2.3. Interpretacion de Herbrand

Una interpretacion de Herbrand del alfabeto de un programa légico es una
interpretacion & que satisface los siguientes requisitos — teniendo en cuenta que
el universo asociado es el universo de Herbrand H, segin se ha dicho:

= Asigna a cada constante ¢ € C a si misma: cg = c.

= Asigna a cada funtor f/n € F la siguiente funcién fg : H" — H:

fi\r(tla"' atn) :f(tla 7tn) para todo t17"' 7tn eH

= Asigna a cada predicado p/n € P una relaciéon pg CH X --- x H.
—_——

n

Para definir una interpretacién de Herbrand particular bastard, por tanto,
con definir las relaciones de términos base asociadas a cada predicado.

Ha de observarse que esto ultimo, “definir las relaciones de términos base
asociados a cada predicado”, puede hacerse mediante un subconjunto de la
base de Herbrand; puesto que la base de Herbrand contiene todas las relaciones
posibles entre términos base para todos los predicados.

Asi, a partir de un subconjunto & C B de la base de Herbrand se define &
como la interpretacién de Herbrand tal que, para todo predicado p/n € P:

ps = {(t1, -+ ,tn) € H" | p(t1, -+ ,tn) € S} (3.1)

En adelante se identificara “interpretacién de Herbrand” como “subconjunto
de la base de Herbrand”.

3.2.4. Modelo de Herbrand

Se ha dicho que un programa légico, es decir, un conjunto I' formado por
clausulas de Horn

A(_{Ah"' 7An}

expresa conocimiento declarativo positivo. Un modelo de Herbrand de un progra-
ma logico sera una interpretacion de Herbrand que satisface todas las cldusulas
del programa.

Debido a que las clausulas del programa pueden contener variables libres, se
dice que una interpretacion de Herbrand < satisface una clausula dada v € T,
es decir & |= 7, si y sélo si & =4 v para toda valuacién ¢ : V — H — de hecho
esta definicién ya se hizo con anterioridad —.

Hay, por tanto, una cuantificacion universal implicita en las variables de las
clausulas de un programa légico, sin necesidad de utilizar simbolos como “V”.
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3.3. Modelos de Herbrand de un programa légico
3.3.1. Sustitucién, instancia y programa base

Se define una sustitucién 6 como una funcién parcial de variables a térmi-
nos; es decir, un conjunto de pares de la siguiente forma, donde t; € 7, x; € V

parai=1,---  nyxy F# - # Ty
0={t1/x1, - ,tn/xn}
Se define el dominio de una sustitucién 6:
Dom({t1/x1, - ,tn/xn}) = {21, - 20}

La aplicacion de una sustitucién 6 a un término ¢ € 7 es un nuevo término
td € T, y se define de la siguiente forma, para todoc€C, z €V, f/n € F:

n cf=c.

. 20 — t t/xed
= 2 t/x & 6 para ningin ¢

- f(th 7tn)9 = f(t197 atne)
Propiedad : La siguiente importante propiedad permite relacionar sustitu-

ciones con valuaciones y se demuestra por induccién estructural. Para cualquier
interpretacién <&, valuacién ¢ y término t, se tiene que la semdantica de aplicar

la sustitucién 6 = {t;/x1, -+ ,t,/x,} a t equivale a evaluar ¢ en el contexto
¢ = ¢{Se(t1)/1, -+, S (tn)/n}:
Sy (t0) = Sy (t) (3.2)
La aplicacién de una sustitucién € a un dtomo A = p(ty,---,t,) donde
p/mEPyty, - ,t, €T, denotada A, se define como

(p(tlv e 7tn))9 = p(tlaa e 7t‘ne)

Siendo e un término o 4tomo, se dice que €’ es una instancia de e si e/ = ef
para alguna sustitucién 6. Se dice que €’ es una instancia base si € es una
instancia tal que FV(e’) = .

Programa l6gico base : El programa logico base IV asociado a I resultara de
sustituir todos los dtomos que aparecen en las cldusulas de I' por todas sus
instancias base posibles:

I ={Agf — {A10,--- | A0} | Ag — {A1, -+ A} €Ty Agb,--- , A0 € B}

Manejar el programa légico base permite abordar de forma cémoda la cuantifi-
cacién universal implicita de las variables.
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3.3.2. Formulaciéon de un modelo de Herbrand

Modelo de Herbrand de atomos : Sea & C B cualquier interpretaciéon de
Herbrand y p(t1,--- ,t,) cualquier atomo, donde p/n € Py t1,--- ,t, € 7.
Aplicando la definicion se tiene:

S Ep(tr, - ,tn) sty sblo si (Sg(t1), -, Se(tn)) € ps para toda valuacién ¢.

Pero, teniendo en cuenta (3.1) y (3.2), esto puede reescribirse de la siguiente
manera:

S = p(tr, -+ ,tn) siy sélosi (p(t1,--- ,t,))0 € S para todas las instancias
base (p(t1, - ,tn))0.

En el caso de considerar atomos cerrados (es decir, p(t1,--- ,t,) € B), se sim-
plifica:

) }:p(tla 7tn) si y s6lo si p(tlv"' 7tn) €.
Modelo de Herbrand de un programa base : Sea & C B cualquier in-

terpretacion de Herbrand. Se tiene por definiciéon que, dada cualquier clausula
instanciada (A «— A) € I del programa base asociado a I':

SEA—Asiysélosi A0S E Ao ambos.
Como A y las férmulas de A son dtomos base, segiin lo anterior, se tiene:
SEA—Asiystlosi AZ S o A€ S oambos.
que puede reescribirse de la siguiente manera:
= A — Asiy sélo sise tiene A € S si es el caso que A C S (3.3)

Esta ultima forma es la que se utilizard en adelante.

3.4. El menor modelo de Herbrand
3.4.1. Diferentes modelos de Herbrand de un programa légico

Se ha dicho que un programa logico define un modelo que satisface sus
clausulas, y que el objetivo de un intérprete logico sera decir si dicho modelo
satisface una férmula (atémica) arbitraria, y, si ésta contiene variables, para
qué valuacién de las mismas la satisface.

A modo de ejemplo, témese el siguiente alfabeto:

C = {Zero}
F = {Svcc/1}
P = {Even/1}

El universo de Herbrand asociado sera el siguiente:
‘H = {ZERO, SUCC(ZERO), SUCC(SUCC(ZERO)), - - - }
Y la base de Herbrand serd la siguiente:

B = {EVEN(ZERO), EVEN(SUucc(ZERO)), EVEN(SucC(SUCC(ZERO))), - - - }
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Sea I' el programa logico formado por las siguientes cldusulas:

EVEN(ZERO)
EvEN(Succ(Succ(N))) «— EVEN(N)

,,Cudl es el modelo de Herbrand que define dicho programa? Es claro que hay
muchas interpretaciones de Herbrand que satisfacen sus clausulas. De hecho, de
forma trivial, la propia base de Herbrand B satisface las clausulas del programa.
En general:

Mayor modelo Herbrand : La base de Herbrand B es un modelo de Her-
brand de cualquier programa — y por tanto es el mayor modelo Herbrand de
cualquier programa:

B =T para cualquier T’

Esta propiedad puede demostrarse de acuerdo con las propiedades mostradas
en la seccién anterior.

No obstante, retomando el ejemplo, es claro que el modelo que debe es-
tar asociado al programa serd aquél que esté definido de forma tnica por sus
clausulas; es decir, el siguiente:

I = {EvVEN(ZERO), EVEN(SUCC(SUCC(ZERO))),
EVEN(Succ(Succ(Succ(Succ(ZERO))))), - - }
= {EVEN(Succ"(ZERO)) | n=10,2,4,---}

que serd el menor de los modelos de Herbrand.

Menor modelo Herbrand : Una interpretaciéon de Herbrand I es un menor
modelo Herbrand del programa logico I' si

1. ITET.
2. Para cualquier interpretacién de Herbrand S, si & =T, entonces I C .

Es claro que si hay un menor modelo Herbrand de T, este es tinico, ya que si A
y B fuesen dos menores modelos Herbrand de I', entonces A C B por aplicacién
de la regla 2 para A y B C A por la misma regla para B, con lo que se tiene
A = B. Se denotard el menor modelo Herbrand de I' como I(T").

3.4.2. Construccién “desde arriba”: interseccion de modelos

Dado el programa logico I, la siguiente interpretacién de Herbrand I es el
menor modelo de Herbrand de T" (I = I(T)):

I=({S|SET}

(En la definicién estd implicito que $ ha de ser una interpretacién de Herbrand).

Demostracion: En primer lugar hay que demostrar la condicién 1. Para ello,
sea A — A € T” cualquier cldusula base. Supéngase I = A. En ese caso, pues-
to que A = {Ay,---,A,} donde Ay,---, A, son férmulas atémicas cerradas,
se tiene que Aj,---,A, € I. Y por tanto que para todo & tal que & = T,
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Ay, -+, A, € 5y en consecuencia, necesariamente A € . Por tanto A € 1,
quedando demostrada la condicién 1.

La demostracién de la condicién 2 es inmediata teniendo en cuenta la defi-
nicién de I.

Se ha demostrado que ésta es una construccién de I(I") vélida. No obstante,
no es muy satisfactoria desde un punto de vista constructivo. A continuacién
se presentard una definicién constructiva “desde abajo” del menor modelo Her-
brand.

3.4.3. Construccién “desde abajo”: semantica del punto fijo

La formulacién (3.3) de modelos de Herbrand (p. 17) sugiere la siguiente
definicién:

Operador de consecuencia inmediata : Un programa logico I' determina
un operador I sobre interpretaciones de Herbrand tal que T'(S) es el conjunto
de las féormulas atémicas que son consecuencia directa en I', debido a alguna
cldusula, de las de & (se considerardn dtomos base).

[(S)={A|3A:ACS, A— AT’}
Propiedad : Por definicién, teniendo en cuenta (3.3), es claro que:
STsiy solosi [(S) C S (3.4)

Asi, puede reformularse la definicién de “menor modelo de Herbrand” de la
siguiente forma: I es el menor modelo de Herbrand de I (I = I(T")) si y sélo si

~

1. T()C1.

~

2. Para cualquier S, si I'(¥) C S, entonces I C S

Una propiedad interesante del operador T es que es monétono: es decir,
preserva el orden parcial C (se sigue directamente de la definicién de T'):

Para cualquier S, S, si §1 C Sy entonces I'(S) C I'(S9)

Otra propiedad interesante es que si § = I" entonces f(%) es un modelo de
I menor que S: si I'(S) € S, entonces T'(I(S)) C I'(S) por la monotonicidad,
y por tanto T(I'(S)) C S obteniendo I'(S) [= T

Aplicando esta tltima propiedad al menor modelo de Herbrand de I', I =
I(T), se tiene que I'(I) =T y que I'(I) C I. Por tanto se tiene que I'(I) = I ya
que el menor modelo de Herbrand es tinico, o por aplicacién directa del punto 2
de la definicién de I. Es decir, I es un punto fijo de I'. Ademds, I no solo es un
punto fijo de I sino que es el menor punto fijo. Ya que si § = I'(J) es cualquier

punto fijo de I', entonces I C & por aplicacion directa de la regla 2.
Por tanto I seria una solucién de la ecuacién recursiva:

I={A]|3A:ACI, A—AeTl’}
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(el caso base de la recursién viene dado para A = {)). Es importante recalcar que
puede haber varios puntos fijos del operador r (varias soluciones de la ecuacién
recursiva).? Como se ha visto, I habré de ser la menor de estas soluciones.

Lo que se necesita, pues, es una técnica para calcular este menor punto fijo.
El método que se presentara a continuacién es la aplicacién particular de un re-
sultado més general, el teorema de Knaster-Tarski. Véase [Apt88] o [Winskel93]
para mas detalles.

Obtencién del menor punto fijo : Comenzando en la interpretacion vacia
(0, la idea es aplicar el operador I' de forma sucesiva, de manera que en cada
iteracién se obtengan las férmulas que, debido a una consecuencia (cldusula) de
T, es necesario anadir para que la interpretaciéon pueda modelar I'. Se construye
para ello la siguiente serie:

0, T(0), T(T(©)), TTT@))), -

O escrito de otra forma:

VieNi>0 T, =

(Otra notacién para T; es T(0)).
Esta serie es ascendente, es decir:

0 CT(0) C T(T(P)) € D(O(T(®))) -

Esto puede demostrarse por induccién. Base: Es claro que Ty C T7 puesto
que O C T(0). Paso inductivo: Si T; C Tiiq, se tiene ['(T;) C T'(Ti41) por la
monotonicidad de f, y por tanto T;41 C Tjyo.

El menor punto fijo de T se obtendrd mediante el supremo de la serie ascen-
dente:

=1

neN

Teorema : El conjunto I anteriormente definido es el menor punto fijo de T.
Es decir I = I(T).

Demostracion [Winskel93, pp. 52,53]: Se dividird en tres partes: en primer
lugar f([) C I, en segundo lugar I C f(]), demostrando por tanto que I es un
punto fijo; y en tercer lugar que es el menor punto fijo.

= En primer lugar hay que demostrar f([ ) C I, o, equivalentemente debido
a (3.4), I ET. Para ello, témese cualquier clausula base (A — A) € T". Si
A CI, comoA={Ay, - A}, esclaroque A; € T,,,, -, A € Tp,,, (va
que I = |J,cnTn) para unos ciertos nimeros nq,--- ,ng. Pero tomando
m = max{ni,--- ,nk}, es claro que T,,, C Tpp,---, Ty, C T), ya que la
serie es ascendente. Por tanto A C T),. Y por definicién, se tiene A €
I'(T,,) y por tanto A € A, habiendo demostrado I =T'y en consecuencia

T(I)CI.

4Piénsese por ejemplo en cldusulas de la forma A «— A.
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= Se demostrard I C f([ ). Para ello basta tomar cualquier A € I. Es claro
que A € T; para algin ¢ > 0 (ya que Tp = 0)). Y por tanto A € f(Ti,l),
es decir, existe un (A «— A) € T tal que A C T;_;. Pero T;—1 C I con lo
que se tiene A € f([) por definicién.

= Por ultimo, se debe demostrar que para cualquier interpretacién Herbrand
S tal que I'(Y) =, se tiene I C . Se demostrard por induccién que
Vie N:T; C S,y por tanto I C . Base: Ty C S es trivial ya que Tp = 0.
Paso inductivo: Si T; C S, se tiene I'(T;) C T'(S) por la monotonicidad.
Pero ['(S) = S y I(T}) = Ty41, por tanto se tiene T C 3. Se demuestra
por tanto que I = I(T").

En conclusién, se ha demostrado que el menor modelo Herbrand de un pro-
grama logico I' se puede calcular con la siguiente expresion:

1w =Jrwm

neN

El mayor punto fijo : Aunque no sea relevante de cara al menor mode-
lo Herbrand de un programa légico, resulta interesante senalar que el método
presentado para calcular el menor punto fijo tiene una forma dual. _
Se observé anteriormente que si I'(¥) C S, entonces I'(I'(Y)) C I'(S).
Comenzando en la maxima interpretacién de Herbrand B, la idea es aplicar
el operador T' de forma sucesiva obteniendo la siguiente serie descendente (su
cardcter descendente se sigue por induccién a partir de la observacién anterior):

- CTET(B) S T(E(®B) ST(B) C B

El mayor punto fijo de f, que se denotara aqui como J, se obtendra mediante
el infimo de la serie descendente:

J=()T"(B)

neN

Teorema : El conjunto J anteriormente definido es el mayor punto fijo de r.

Obsérvese que esta construccién es completamente dual a la anterior. De
hecho, si el menor punto fijo I era también el menor punto prefijo del operador
(menor I tal que I'(I) C I, que en este contexto es el menor modelo de Her-
brand), el mayor punto fijo J serd también el mayor punto postfijo (mayor J
tal que J C T'(J)).

3.5. Conclusiones

En conclusién, el menor modelo de Herbrand de un programa légico consti-
tuye la semantica declarativa formal del programa en el lenguaje “puro” basado
en cldusulas de Horn que se ha presentado en esta seccion.

Los intérpretes légicos reales utilizan un proceso de inferencia, la resolucion
SLD, que proporciona una seméantica operacional del lenguaje que es correcta
de acuerdo con su semantica declarativa. En la practica a veces se sacrifica la
correccién en casos inusuales por razones de eficiencia, y tampoco resulta com-
pleta debido a la exploracién en profundidad de arboles de resolucién infinitos,
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pudiendo por tanto la seméntica operacional no coincidir con la declarativa.
Por ejemplo, alterar el orden de las clausulas de un programa, irrelevante pa-
ra la semantica declarativa, podria causar que el programa no terminase en su
semantica operacional.

Por otro lado, los lenguajes 16gicos reales poseen ademas otras caracteristicas
como por ejemplo la negacién, que no se ha abordado en este documento.
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