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Resumen

Este documento introduce de forma breve algunos conceptos de la
lógica matemática, comenzando en la lógica de proposiciones, para pasar
después a la lógica de predicados y, por último, presentar la semántica
declarativa básica de la programación lógica “pura”.
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1. Lógica de proposiciones

La lógica de proposiciones es un lenguaje que permite expresar razonamien-
tos en base a dos valores de verdad : “verdadero” y “falso”. Sintácticamente
consta de átomos, unidades indivisibles a los que se asocia un valor de ver-
dad, y fórmulas, que permiten expresar razonamientos compuestos a partir de
átomos, y cuyo significado es también un valor de verdad que vendrá dado en
función del de los átomos componentes.

1.1. Átomos

Un átomo es, como dice su nombre, una entidad indivisible e independiente
en el lenguaje de lógica de predicados – se denotará como Σ al conjunto de
átomos a considerar. Estos átomos pueden representarse mediante un conjunto
finito de letras (Σ = {a,b, · · · , z}) o de forma más general, por un conjunto
infinito de identificadores alfanuméricos.

1.2. Fórmulas

A partir de un conjunto Σ de átomos se forma un lenguaje L – o LΣ, para
explicitar su dependencia de Σ – de fórmulas definido inductivamente como el
menor conjunto cerrado bajo las siguientes reglas:

1. ⊥ ∈ L y > ∈ L.

2. Para cualquier a ∈ Σ, a ∈ L.

3. Para cualquier α, β ∈ L se cumple:

¬α ∈ L.

α ∧ β ∈ L.
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α ∨ β ∈ L.

α→ β ∈ L.

α↔ β ∈ L.

El alfabeto del lenguaje será por tanto A = {⊥,>,¬,∧,∨,→,↔} ∪ Σ.
Las fórmulas definidas por la regla (3) se llaman fórmulas compuestas (y las

definidas por la regla (2) son fórmulas atómicas).
Un subconjunto Γ ⊆ L de fórmulas se llama teoŕıa.

1.3. Semántica

1.3.1. Semántica de los átomos

La semántica de los átomos viene dada por una interpretación, que es
cualquier función que asocie un significado a cada átomo de un conjunto Σ:

= : Σ→ {T, F}

Un ejemplo para Σ = {p,q, r} podŕıa ser la función tal que =(p) = T,
=(q) = F, =(r) = T.

Se denotará S = {T, F}Σ como el conjunto de todas las interpretaciones
posibles para los átomos de Σ. En realidad este conjunto también puede ser
visto como 2Σ, es decir, el “conjunto potencia” de Σ y por tanto identificar una
interpretación como un subconjunto de Σ; los átomos que estén en el subcon-
junto tendrán semántica T, y los que no F, o viceversa. Ambas notaciones son
equivalentes.

Si |Σ| = n, hay 2n interpretaciones posibles.

1.3.2. Semántica de las fórmulas

Siendo L cualquier lenguaje lógico de proposiciones definido sobre Σ, puede
asociarse un significado a una fórmula α ∈ L a partir de una interpretación
= : Σ→ {T, F}. Para ello se define la relación satisface, denotada como = |= α,
que se lee “= satisface la fórmula α”, por la cual la interpretación = asocia la
semántica de “verdadero” (T) a la fórmula α. = 6|= α se lee “= no satisface la
fórmula α”, y equivale a asociar la semántica de “falso” (F).

La relación se define por inducción estructural de la siguiente manera, para
cualquier interpretación = : Σ→ {T, F}, para cualquier p ∈ Σ, α, β ∈ L:

= 6|= ⊥.

= |= >.

= |= p si y sólo si =(p) = T.

= |= ¬α si y sólo si = 6|= α.

= |= α ∧ β si y sólo si = |= α y = |= β.

= |= α ∨ β si y sólo si o bien = |= α, o bien = |= β, o ambos.

= |= α→ β si y sólo si o bien = 6|= α, o bien = |= β, o ambos.
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= |= α↔ β si y sólo si o bien = |= α y = |= β, o bien = 6|= α y = 6|= β.

La siguiente tabla muestra el valor de verdad asignado a las fórmulas com-
puestas a partir de α y β en función de los valores asignados a α y β:

α β ¬α α ∧ β α ∨ β α→ β α↔ β
F F T F F T T
F T T F T T F
T F F F T F F
T T F T T T T

A una tabla de estas caracteŕısticas se le denomina tabla de verdad.

1.3.3. Propiedades

En lo siguiente se asumirá cualquier lenguaje L sobre Σ, donde p ∈ Σ es cual-
quier átomo, = : Σ → {T, F} es cualquier interpretación, α, β ∈ L cualesquier
fórmulas, y Γ ⊆ L cualquier teoŕıa o conjunto de fórmulas..

Se dice que = es un modelo de la fórmula α sii1 = |= α. Se dice que = es
un contraejemplo de α sii = 6|= α.

También se dice que = es un modelo de Γ, escrito = |= Γ, si es modelo de
todas sus fórmulas (es decir, si = |= γ para todo γ ∈ Γ).

Sii una fórmula α se satisface para cualquier interpretación =, se dice que
es una tautoloǵıa. Son ejemplos de tautoloǵıas > y p∨¬p. Análogamente,
sii una fórmula nunca se satisface en cualquier interpretación =, se dice
que es una contradicción. Son ejemplos de contradicciones ⊥ y p ∧ ¬p.

Es claro que si α es una contradicción, entonces ¬α es una tautoloǵıa, y
viceversa.

Sii cualquier interpretación asigna el mismo valor de verdad a dos fórmulas
α y β, se dice que α y β son lógicamente equivalentes y se denota α ≡ β.
Es claro que α ≡ β sii α↔ β es una tautoloǵıa.

Dada una teoŕıa o conjunto de fórmulas Γ ⊆ L, se dice que Γ es consisten-
te sii existe al menos una interpretación que satisfaga todas las fórmulas.
Si Γ es un conjunto finito {γ1, γ2, · · · , γn}, se tiene que Γ es consistente sii
la fórmula γ1∧γ2∧· · ·∧γn admite algún modelo. Sii Γ no es consistente se
dice que es inconsistente. Es claro que conjunto vaćıo {} es consistente.

Sii cualquier interpretación que satisfaga todas las fórmulas de Γ ⊆ L
también satisface α ∈ L, se dice que α es consecuencia lógica de Γ y se
denota Γ |= α. En el caso particular de que Γ = {}, se tiene que cualquier
interpretación satisface todas las fórmulas de {}, y por tanto “{} |= α”, o
simplemente “|= α”, es equivalente a decir “α es una tautoloǵıa”.

Siendo Γ un conjunto finito {γ1, γ2, · · · , γn}, se tiene que α es consecuencia
lógica de Γ sii γ1 ∧ γ2 ∧ · · · ∧ γn → α es una tautoloǵıa.

En general, si Γ = {α}, se escribe “α |= β” como equivalente a “{α} |= β”.

1En adelante se utilizará “sii” como abreviatura de “si y sólo si”.
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1.3.4. Fortaleza y debilidad de fórmulas

Se define la función M : L → 2S que asocia a cualquier fórmula de L el
conjunto de interpretaciones que la satisfacen; es decir, sus modelos. En general,
para cualquier α ∈ L, = ∈ S, se tiene que = ∈ M(α) si y sólo si = |= α.

Debido a las definiciones que se han dado en el apartado anterior, se tiene
lo siguiente, para cualquier α, β ∈ L:

Sii α es una tautoloǵıa, es decir, sii |= α, entonces M(α) = S (todas las
interpretaciones son modelo de α).

Sii α es una contradicción, entonces M(α) = ∅.
Sii α ≡ β entonces M(α) = M(β).

Sii α |= β entonces M(α) ⊆ M(β).

Este último punto sugiere las nociones de fortaleza y debilidad de fórmulas.
Dadas cualquier α, β ∈ L, se dice que “α es más fuerte que β” (o, equivalente-
mente, “β es más debil que α), si y sólo si M(α) ⊆ M(β) – es decir, α |= β.

Es claro que las tautoloǵıas son más débiles que cualquier otra fórmula,
es decir, α |= > para cualquier α. Análogamente, las contradicciones son más
fuertes que cualquier otra fórmula, es decir, ⊥ |= α para cualquier α.

1.4. Consecuencia y equivalencia lógica

Se debe recalcar la diferencia que existe entre “α → β” y “α |= β”, para
α, β ∈ L.

La primera es una nueva fórmula lógica de L que formaliza una consecuencia
dentro de un dominio (interpretación) particular. Es decir, será cierta en una
determinada interpretación sii β es cierta si α es cierta en la interpretación,
según se definió en la relación “satisface”.

La segunda de las expresiones no es una fórmula lógica; ni siquiera el śımbolo
“|=” forma parte del alfabeto del lenguaje lógico que se definió en la sección
correspondiente; y expresa, según se ha dicho, una consecuencia lógica: una
consecuencia debido a las leyes del lenguaje lógico que es siempre cierta, en
cualquier dominio (interpretación), y que equivale por tanto a “|= α→ β”.

Análogamente, la misma diferencia existe entre “α↔ β” y “α ≡ β”.

Propiedad : Sea γ(α) ∈ L una fórmula, donde α puede o no aparecer como
subfórmula. Si α ≡ β, entonces γ(α) ≡ γ(β).

1.4.1. Algunas equivalencias lógicas

Algunas equivalencias lógicas, para cualquier α, β, γ ∈ L:

1. ¬¬α ≡ α (doble negación).

2. α ∧ α ≡ α (propiedad idempotente).

3. α ∧ β ≡ β ∧ α (propiedad conmutativa).

4. (α ∧ β) ∧ γ ≡ α ∧ (β ∧ γ) (propiedad asociativa).
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5. α ∨ α ≡ α (propiedad idempotente).

6. α ∨ β ≡ β ∨ α (propiedad conmutativa).

7. (α ∨ β) ∨ γ ≡ α ∨ (β ∨ γ) (propiedad asociativa).

8. (α ∨ β) ∧ γ ≡ (α ∧ γ) ∨ (β ∧ γ) (propiedad distributiva).

9. (α ∧ β) ∨ γ ≡ (α ∨ γ) ∧ (β ∨ γ) (propiedad distributiva).

10. α ∨ ⊥ ≡ α (elemento neutro).

11. α ∧ > ≡ α (elemento neutro).

12. > → α ≡ α.

13. α→ ⊥ ≡ ¬α.

14. α→ β ≡ (¬α) ∨ β.

15. ¬(α ∨ β) ≡ (¬α) ∧ (¬β) (de Morgan).

16. ¬(α ∧ β) ≡ (¬α) ∨ (¬β) (de Morgan).

17. α ∧ ⊥ ≡ ⊥ (elemento absorbente).

18. α ∧ ¬α ≡ ⊥.

19. α ∨ ¬α ≡ >.

20. α→ > ≡ >.

21. ⊥ → α ≡ >.

22. α ∨ > ≡ > (elemento absorbente).

23. α ∧ β → α ≡ >.

Estas equivalencias lógicas pueden utilizarse para probar ciertas tautoloǵıas.
Por ejemplo, se probará que “(α → β) ∧ ¬β → ¬α” (para cualquier α, β ∈ L)
es una tautoloǵıa:

(α→ β) ∧ ¬β → ¬α

≡ (¬α ∨ β) ∧ ¬β → ¬α (14)
≡ (¬α ∧ ¬β) ∨ (β ∧ ¬β)→ ¬α (8)
≡ (¬α ∧ ¬β) ∨ ⊥ → ¬α (18)
≡ ¬α ∧ ¬β → ¬α (10)
≡ > (23)

Por tanto se tiene (α→ β)∧¬β → ¬α ≡ >, es decir, |= (α→ β)∧¬β → ¬α
o, equivalentemente, {α→ β,¬β} |= ¬α. Esta consecuencia lógica se conoce en
lógica clásica como Modus Tollens.
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1.4.2. Deducción: sistemas deductivos

Sea L cualquier lenguaje proposicional de fórmulas. Sea Γ ⊆ L una teoŕıa.
Dicha teoŕıa estará formada por fórmulas que formalizan ciertos hechos y re-
laciones lógicas entre ellos de un cierto dominio. El objetivo será obtener una
nueva fórmula α ∈ L que sea consecuencia lógica de la fórmulas de Γ, es decir,
tal que Γ |= α. Naturalmente, para que esto tenga sentido, el conjunto Γ ha de
ser consistente. Si Γ fuese inconsistente, se tendŕıa Γ |= α para cualquier α.

Un sistema deductivo D es un sistema formal que permitirá, mediante una
serie de reglas, derivar fórmulas α a partir de teoŕıas Γ. Se escribe “Γ `D α”
para expresar “α se deriva de Γ en D”.

Pueden definirse las siguientes propiedades para un sistema deductivo:

Corrección (Soundness): Un sistema de reglas D es correcto si, para
cualquier teoŕıa Γ y fórmula α:

Si Γ `D α, entonces Γ |= α

Completitud (Completeness): Un sistema D será completo si, para
cualquier teoŕıa Γ y fórmula α:

Si Γ |= α, entonces Γ `D α

Como se observa, la corrección es una propiedad fundamental de cualquier
sistema deductivo, puesto que es la que permitirá afirmar que las deducciones
o derivaciones en D son consecuencias lógicas válidas.

2. Lógica de predicados

La lógica de predicados es una extensión de la lógica de proposiciones. Si la
lógica de proposiciones permit́ıa expresar razonamientos en base a átomos sobre
el significado de “verdadero” o “falso”, la lógica de predicados permite razonar
sobre relaciones o propiedades 2 que presentan objetos de un universo. Para
ello, proporciona herramientas para representar objetos concretos del universo,
e introduce el concepto de variable que permite referenciar un objeto cualquiera
del universo (sin concretar), un mecanismo de abstracción.

La lógica de predicados es de primer orden (también conocida como FOL,
de first order logic) si dichas variables sólo pueden hacer referencia a un objeto
cualquiera del universo y no a una “relación cualquiera” entre ciertos objetos.

Sintácticamente, el lenguaje consta de términos, que permiten representar
los objetos del universo, y fórmulas, que permiten expresar el hecho de que n
objetos estén relacionados mediante una relación o propiedad determinada, y
razonamientos lógicos en base a estos hechos (al igual que en la lógica de pro-
posiciones). El significado de un término será por tanto un objeto del universo,
y el de una fórmula un valor de verdad.

Se definirá a continuación el alfabeto sobre el que se construye el lenguaje:
2En este documento se utilizará “relación” y “propiedad” sin hacer distinciones, de forma

intercambiable.
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2.1. Alfabeto

Un alfabeto para el lenguaje de la lógica de predicados está formado por los
siguientes elementos:

Las constantes: permitirán hacer referencia a un objeto concreto del uni-
verso. Se representarán por identificadores alafanuméricos con tipograf́ıa
“versales”; por ejemplo Rojo, Norte, Orquidea. También es frecuente
su representación por identificadores que comienzan con letra minúscula.
Será C el conjunto de las constantes.

Las variables: permitirán hacer referencia a un objeto del universo sin es-
pecificar. Como convención léxica, las variables se representarán mediante
identificadores alfanuméricos que comienzan por una letra mayúscula y
con tipograf́ıa “cursiva”: por ejemplo X, Z, Resultado o Valor. Será V el
conjunto de las variables.

Los funtores: permitirán hacer referencia a objetos compuestos, como por
ejemplo una estructura de datos. Un objeto compuesto podrá componerse
de n objetos, a este número n se llamará la aridad del funtor. Se represen-
tarán por un identificador alfanumérico con tipograf́ıa “versales” seguido
por su aridad, de forma que f/n hará referencia al funtor con identificador
f y aridad n (realmente una constante no es más que un funtor de aridad
0).
Por ejemplo, un funtor Fecha/3 podŕıa representar una estructura “fe-
cha” compuesta de tres objetos (un d́ıa, un mes y un año).
Será F el conjunto de los funtores.

Los predicados: expresan una propiedad determinada que cumplen de-
terminadas tuplas de n objetos; a este número n se llamará la aridad del
predicado. Se representarán por un identificador alfanumérico con tipo-
graf́ıa “versales” seguido por su aridad, de forma que p/n hará referencia
al predicado con identificador p y aridad n.
Por ejemplo, en un universo de objetos en el espacio, un predicado Den-
tro de/2 podŕıa expresar la relación “dentro de”. En un universo numéri-
co (por ejemplo el de los números naturales), la relación Suman/3 podŕıa
expresar la relación de que la suma de dos objetos es un tercero.
Será P el conjunto de los predicados.

2.2. Término

El término será la categoŕıa sintáctica que permitirá referenciar objetos
del universo. Utilizará por tanto átomos (para representar objetos simples del
universo), variables (para hacer referencia a un objeto sin especificar) y funtores
(para representar objetos compuestos de otros objetos).

El conjunto de términos T se define, a partir de un alfabeto dado, de forma
inductiva como el menor conjunto cerrado bajo las siguientes reglas:

1. Cualquier constante a ∈ C es un término, a ∈ T .

2. Cualquier variable v ∈ V es un término, v ∈ T .

3. Si f/n ∈ F es un funtor, y t1, · · · , tn ∈ T , entonces f(t1, · · · , tn) ∈ T .
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2.3. Fórmula

El conjunto de fórmulas L sobre un alfabeto dado se define inductivamente
como el menor conjunto cerrado bajo las siguientes reglas:

1. > ∈ L y ⊥ ∈ L
2. Si p/n ∈ P, y t1, · · · , tn ∈ T , entonces p(t1, · · · , tn) ∈ L.

3. Si α, β ∈ L son fórmulas también lo son:

¬α

α ∧ β

α ∨ β

α→ β

α↔ β

4. Si x ∈ V es una variable, y α ∈ L es una fórmula, también son fórmulas:

∀ x α

∃ x α

Los śımbolos {>⊥(, )¬∧∨ →↔} también son parte del alfabeto del lenguaje,
aunque se identificará “alfabeto” simplemente con constantes, variables, funtores
y predicados.

Las fórmulas definidas por la regla (2) se llamarán fórmulas atómicas o,
simplemente, átomos.

2.4. Semántica

En adelante, será D el conjunto de los objetos del universo considerado
(también llamado dominio).

Al igual que en la lógica de proposiciones, será necesario asignar un signifi-
cado a los elementos del alfabeto, lo que se denomina interpretar el alfabeto.

2.4.1. Interpretación

Una interpretación = de un alfabeto asocia:

Cada constante a ∈ C con un significado a= ∈ D en el dominio.

Cada funtor f/n ∈ F con una función f= : Dn → D.

Cada predicado p/n ∈ P con una relación p= ⊆ D × · · · × D︸ ︷︷ ︸
n

.

Ha de observarse que las variables no forman parte de la interpretación del
alfabeto. Esto es debido a que las variables hacen referencia a un objeto sin
especificar del universo, y por tanto no tienen un significado estático definido a
priori, sino uno dinámico que puede variar según el contexto.
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2.4.2. Valuación

La semántica de las variables vendrá dada por una valuación, que como
se ha dicho podrá variar según el contexto. Una valuación es una función φ :
V → D. Si m ∈ D es cualquier objeto y x ∈ V cualquier variable, entonces
φ{m/x} : V → D es una nueva valuación, obtenida a partir de φ de la siguiente
manera:

φ{m/x}(y) =
{

m y = x
φ(y) y 6= x

para todo y ∈ V.
Se utilizará también la notación φ{m1/x1, · · · ,mn/xn} para especificar un

cambio múltiple de contexto.

2.4.3. Semántica de los términos

Como se ha dicho, los términos representan los objetos del universo. Por
tanto, la semántica de los términos será una correspondencia T → D que asocia
un significado del dominio D a cada término.

La semántica de los términos dependerá de la interpretación = del alfabeto
y de una valuación φ de las variables en un contexto determinado. Se deno-
tará como =φ : T → D.

Si t ∈ T es un término, el significado =φ(t) ∈ D vendrá dado de la siguiente
manera:

Si t ∈ C, =φ(t) = t=.

Si t ∈ V, se asigna =φ(t) = φ(t).

Si t = f(t1, · · · , tn) donde f/n ∈ F y t1, · · · , tn ∈ T , se asigna =φ(t) =
f=(=φ(t1), · · · ,=φ(tn)).

2.4.4. Semántica de las fórmulas

A partir de una interpretación = del alfabeto y – lo que es una novedad
con respecto a la lógica de proposiciones – de un contexto (valuación) inicial
de variables φ puede asociarse un significado a una fórmula α ∈ L. Para ello se
define la relación satisface, denotada como = |=φ α, que se lee “= satisface la
fórmula α en el contexto φ”, por la cual la interpretación = en el contexto φ
asocia la semántica de “verdadero” (T) a la fórmula α. = 6|=φ α se lee “= no
satisface la fórmula α en el contexto φ”, y equivale a asociar la semántica de
“falso” (F).

La relación se define inductivamente de la siguiente manera, para cualquier
interpretación = y contexto inicial φ, para cualquier x ∈ V, α, β ∈ L:

= |=φ >.

= 6|=φ ⊥.

= |=φ p(t1, · · · , tn) donde p/n ∈ P si y sólo si 〈=φ(t1), · · · ,=φ(tn)〉 ∈ p=.

= |=φ ¬α si y sólo si = 6|=φ α.
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= |=φ α ∧ β si y sólo si = |=φ α y = |=φ β.

= |=φ α ∨ β si y sólo si o bien = |=φ α, o bien = |=φ β, o ambos.

= |=φ α→ β si y sólo si o bien = 6|=φ α, o bien = |=φ β, o ambos.

= |=φ α ↔ β si y sólo si o bien = |=φ α y = |=φ β, o bien = 6|=φ α y
= 6|=φ β.

= |=φ ∀ x α sii, para todo m ∈ D, = |=φ{m/x} α.

= |=φ ∃ x α sii, para algún m ∈ D, = |=φ{m/x} α.

2.4.5. Variables libres y ligadas

La semántica de las fórmulas ∀ x α y ∃ x α (para todo x ∈ V, α ∈ L),
se ha definido de forma que = |=φ ∀ x α sii, para todo m ∈ D, = |=φ{m/x} α
(análogamente para “∃”). Se observa que φ{m/x}(x) = m para todo φ por
definición, es decir, es irrelevante la valuación que tenga en φ la variable x para
la semántica de ∀ x α (y de ∃ x α). Por ello, se dice que la variable x está ligada
en dichas fórmulas.

Las variables que apareciesen en una fórmula que no están ligadas se dice
que están libres.

Se define la función FV : L ∪ T → 2V , que obtiene el conjunto de variables
libres de una fórmula o término, de la siguiente manera, para todo c ∈ C, x ∈
V, f/n ∈ F , p/n ∈ P, α ∈ L.

FV(c) = ∅.
FV(x) = {x}.
FV(f(t1, · · · , tn)) = FV(t1) ∪ · · · ∪ FV(tn), donde t1, · · · , tn ∈ T .

FV(>) = FV(⊥) = ∅.
FV(p(t1, · · · , tn)) = FV(t1) ∪ · · · ∪ FV(tn), donde t1, · · · , tn ∈ T .

FV(¬α) = FV(α).

FV(α ∧ β) = FV(α) ∪ FV(β).

FV(α ∨ β) = FV(α) ∪ FV(β).

FV(α→ β) = FV(α) ∪ FV(β).

FV(α↔ β) = FV(α) ∪ FV(β).

FV(∀ x α) = FV(α)− {x}.
FV(∃ x α) = FV(α)− {x}.

Si α ∈ L es cualquier fórmula, se dice que α es cerrada o base sii FV(α) = ∅.
Si t ∈ T es cualquier término, se dice que t es un término base (ground term)

sii FV(t) = ∅. Decir término base equivale a decir término sin variables, puesto
que no es posible que haya variables ligadas en un término.

Es claro que si α es una fórmula cerrada, su semántica no depende de una
valuación inicial. Por ello, se escribirá simplemente “= |= α” para denotar que
una interpretación = satisface la fórmula cerrada α; en general, = |= α si y sólo
si = |=φ α para toda valuación inicial φ.
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2.4.6. Ejemplo

A modo de ejemplo, tómese el universo de los números naturales (D = N).
Sea el siguiente alfabeto:

C = {Zero}
F = {Succ/1}
P = {Even/1}

Y sea la interpretación = tal que

Zero= = 0
Succ=(n) = 1 + n para todo n ∈ N

Even= = {〈0〉, 〈2〉, 〈4〉, 〈6〉, 〈8〉, · · · }

Siendo α = Even(Succ(Succ(Succ(Zero)))), se calculará la semántica de
α según la interpretación = y en cualquier valuación inicial φ (ya que FV(α) =
∅):

= |= α si y sólo si 〈=φ(Succ(Succ(Succ(Zero))))〉 ∈ Even=.

=φ(Succ(Succ(Succ(Zero)))) =
= 1 + =φ(Succ(Succ(Zero))) =
= 1 + 1 + =φ(Succ(Zero)) =
= 1 + 1 + 1 + =φ(Zero) =
= 1 + 1 + 1 + 0 =
= 3

Como 〈3〉 6∈ Even=, se tiene

= 6|= α

Es decir, la semántica de la fórmula α en la interpretación = (en cualquier
valuación) es F (“falso”).

2.4.7. Propiedades

En lo siguiente se asumirá cualquier lenguaje de predicados L, cualquier
interpretación =, siendo α, β ∈ L cualesquier fórmulas cerradas – es decir,
FV(α) = FV(β) = ∅ –, y Γ ⊆ L cualquier teoŕıa o conjunto de fórmulas.

Las siguientes propiedades y definiciones son análogas a las que se hizo para
la lógica proposicional, pero teniendo en cuenta que, como se ha dicho, α y β
son fórmulas cerradas. También hay alguna diferencia de nomenclatura.

Se dice que = es un modelo de la fórmula cerrada α sii = |= α. Se dice
que = es un contraejemplo de α sii = 6|= α.

También se dice que = es un modelo de Γ, escrito = |= Γ, si es modelo de
todas sus fórmulas (es decir, si = |= γ para todo γ ∈ Γ).
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Sii una fórmula cerrada α se satisface para cualquier interpretación =, se
dice que es una validez lógica. Análogamente, sii una fórmula nunca se
satisface en cualquier interpretación =, se dice que es una contradicción.

Es claro que si α es una contradicción, entonces ¬α es una validez lógica,
y viceversa.

Sii cualquier interpretación asigna el mismo valor de verdad a dos fórmulas
α y β, se dice que α y β son lógicamente equivalentes y se denota α ≡ β.
Es claro que α ≡ β sii α↔ β es una validez lógica.

Dada una teoŕıa o conjunto de fórmulas Γ ⊆ L, se dice que Γ es consisten-
te sii existe al menos una interpretación que satisfaga todas las fórmulas.
Si Γ es un conjunto finito {γ1, γ2, · · · , γn}, se tiene que Γ es consistente sii
la fórmula γ1∧γ2∧· · ·∧γn admite algún modelo. Sii Γ no es consistente se
dice que es inconsistente. Es claro que conjunto vaćıo {} es consistente.

Sii cualquier interpretación que satisfaga todas las fórmulas de Γ ⊆ L
también satisface α ∈ L, se dice que α es consecuencia lógica de Γ y se
denota Γ |= α. En el caso particular de que Γ = {}, se tiene que cualquier
interpretación satisface todas las fórmulas de {}, y por tanto “{} |= α”, o
simplemente “|= α”, es equivalente a decir “α es una validez lógica”.

Siendo Γ un conjunto finito {γ1, γ2, · · · , γn}, se tiene que α es consecuencia
lógica de Γ sii γ1 ∧ γ2 ∧ · · · ∧ γn → α es una validez lógica.

En general, si Γ = {α}, se escribe “α |= β” como equivalente a “{α} |= β”.

2.4.8. Algunas equivalencias lógicas

Todas las equivalencias lógicas en lógica de proposiciones que aparecen en
la sección 1.4.1 son también equivalencias lógicas en lógica de predicados.

Como novedad se introducen las siguientes, conocidas como leyes “de Mor-
gan” generalizadas, para todo α ∈ L, x ∈ V:

¬(∀ x α) ≡ ∃ x ¬α

¬(∃ x α) ≡ ∀ x ¬α

3. Programación lógica

El objetivo de la programación lógica será describir mediante fórmulas lógi-
cas, en concreto lógica de predicados de primer orden, una serie de hechos y
reglas sobre relaciones o propiedades de algún problema o computación que se
quiera resolver. Un programa lógico definirá un modelo que satisfaga dichos he-
chos y reglas. Dicho modelo constituirá la semántica declarativa del programa
lógico.

De acuerdo con esta semántica, el objetivo de un intérprete lógico será,
dado una fórmula lógica en cierto formato, decir si el modelo que define el
programa lógico satisface o no dicha fórmula (y también, si contiene variables,
para qué valuación de las mismas se satisface).
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3.1. Cláusulas de Horn

Las cláusulas de Horn son fórmulas lógicas que expresan conocimiento decla-
rativo positivo. Tienen la siguiente forma, donde A0, A1, · · · , An son átomos – es
decir, fórmulas de la forma p(t1, · · · , tn) para cualquier p/n ∈ P y t1, · · · , tn ∈ T
–:

A0 ← A1 ∧ · · · ∧An

(Se ha invertido el sentido del śımbolo “→” ya que ésta es la forma más
frecuente en programación lógica y, en concreto, en el lenguaje de programación
Prolog.)

Se ha dicho que “expresan conocimiento declarativo positivo” puesto que
dichas cláusulas pueden expresar las condiciones para que exista una relación
entre ciertos elementos, pero nunca cuándo esta relación no se da.

En adelante, tomando ∆ = {A1, · · · , An} y A = A0, se representarán las
cláusulas de la siguiente forma:

A← ∆

Si ∆ = ∅, la cláusula es lógicamente equivalente a “A” 3

Un conjunto Γ ⊆ {A← ∆} formado por cláusulas de Horn será un progra-
ma lógico.

Es claro que un programa lógico será siempre consistente, puesto que las
cláusulas de Horn están formadas por fórmulas atómicas (positivas), siendo im-
posible expresar una contradicción.

3.2. Universo de un programa lógico

Se ha dicho que la semántica del lenguaje lógico de primer orden estaba
asociada a un universo de significado. Aśı, el significado de un término era un
elemento de dicho dominio, y la semántica de un predicado era una relación de
elementos de dicho dominio.

¿Cuál es el universo asociado a un programa lógico? Desde el punto de vista
del lenguaje de programación, estas relaciones se harán en base a los propios
términos formados a partir del alfabeto (śımbolos) del lenguaje, con indepen-
dencia de cualquier dominio externo que el programador quiera representar con
ellos.

3.2.1. Universo de Herbrand

El universo de Herbrand, H, es el conjunto formado por todos los términos
sin variables que pueden formarse en el alfabeto considerado. Se define como

H =
⋃

i∈N
Hi

a partir de la siguiente serie:

H0 = C
Hi+1 = Hi ∪ {f(t1, · · · , tn) | f/n ∈ F , t1, · · · , tn ∈ Hi} para todo i ∈ N

El universo de Herbrand será el universo asociado a un programa lógico
(sobre un alfabeto considerado).

3Ello se sigue de que > es elemento neutro, con respecto a la equivalencia de fórmulas, de
la conjunción, y de que > → α ≡ α para toda fórmula α.
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3.2.2. Base de Herbrand

La base de Herbrand, B, es el conjunto formado por todos los átomos cerrados
que pueden formarse en el alfabeto considerado. Se define de la siguiente manera:

B = {p(t1, · · · , tn) | p/n ∈ P, t1, · · · , tn ∈ H}

3.2.3. Interpretación de Herbrand

Una interpretación de Herbrand del alfabeto de un programa lógico es una
interpretación = que satisface los siguientes requisitos – teniendo en cuenta que
el universo asociado es el universo de Herbrand H, según se ha dicho:

Asigna a cada constante c ∈ C a si misma: c= = c.

Asigna a cada funtor f/n ∈ F la siguiente función f= : Hn → H:

f=(t1, · · · , tn) = f(t1, · · · , tn) para todo t1, · · · , tn ∈ H

Asigna a cada predicado p/n ∈ P una relación p= ⊆ H× · · · × H︸ ︷︷ ︸
n

.

Para definir una interpretación de Herbrand particular bastará, por tanto,
con definir las relaciones de términos base asociadas a cada predicado.

Ha de observarse que esto último, “definir las relaciones de términos base
asociados a cada predicado”, puede hacerse mediante un subconjunto de la
base de Herbrand; puesto que la base de Herbrand contiene todas las relaciones
posibles entre términos base para todos los predicados.

Aśı, a partir de un subconjunto = ⊆ B de la base de Herbrand se define =
como la interpretación de Herbrand tal que, para todo predicado p/n ∈ P:

p= = {〈t1, · · · , tn〉 ∈ Hn | p(t1, · · · , tn) ∈ =} (3.1)

En adelante se identificará “interpretación de Herbrand” como “subconjunto
de la base de Herbrand”.

3.2.4. Modelo de Herbrand

Se ha dicho que un programa lógico, es decir, un conjunto Γ formado por
cláusulas de Horn

A← {A1, · · · , An}
expresa conocimiento declarativo positivo. Un modelo de Herbrand de un progra-
ma lógico será una interpretación de Herbrand que satisface todas las cláusulas
del programa.

Debido a que las cláusulas del programa pueden contener variables libres, se
dice que una interpretación de Herbrand = satisface una cláusula dada γ ∈ Γ,
es decir = |= γ, si y sólo si = |=φ γ para toda valuación φ : V → H – de hecho
esta definición ya se hizo con anterioridad –.

Hay, por tanto, una cuantificación universal impĺıcita en las variables de las
cláusulas de un programa lógico, sin necesidad de utilizar śımbolos como “∀”.
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3.3. Modelos de Herbrand de un programa lógico

3.3.1. Sustitución, instancia y programa base

Se define una sustitución θ como una función parcial de variables a térmi-
nos; es decir, un conjunto de pares de la siguiente forma, donde ti ∈ T , xi ∈ V
para i = 1, · · · , n y x1 6= · · · 6= xn:

θ = {t1/x1, · · · , tn/xn}

Se define el dominio de una sustitución θ:

Dom({t1/x1, · · · , tn/xn}) = {x1, · · · , xn}

La aplicación de una sustitución θ a un término t ∈ T es un nuevo término
tθ ∈ T , y se define de la siguiente forma, para todo c ∈ C, x ∈ V, f/n ∈ F :

cθ = c.

xθ =
{

t t/x ∈ θ
x t/x 6∈ θ para ningún t

.

f(t1, · · · , tn)θ = f(t1θ, · · · , tnθ).

Propiedad : La siguiente importante propiedad permite relacionar sustitu-
ciones con valuaciones y se demuestra por inducción estructural. Para cualquier
interpretación =, valuación φ y término t, se tiene que la semántica de aplicar
la sustitución θ = {t1/x1, · · · , tn/xn} a t equivale a evaluar t en el contexto
φ′ = φ{=φ(t1)/x1, · · · ,=φ(tn)/xn}:

=φ(tθ) = =φ′(t) (3.2)

La aplicación de una sustitución θ a un átomo A = p(t1, · · · , tn) donde
p/n ∈ P y t1, · · · , tn ∈ T , denotada Aθ, se define como

(p(t1, · · · , tn))θ = p(t1θ, · · · , tnθ)

Siendo e un término o átomo, se dice que e′ es una instancia de e si e′ = eθ
para alguna sustitución θ. Se dice que e′ es una instancia base si e′ es una
instancia tal que FV(e′) = ∅.

Programa lógico base : El programa lógico base Γ′ asociado a Γ resultará de
sustituir todos los átomos que aparecen en las cláusulas de Γ por todas sus
instancias base posibles:

Γ′ = {A0θ ← {A1θ, · · · , Anθ} | A0 ← {A1, · · · , An} ∈ Γ y A0θ, · · · , Anθ ∈ B}

Manejar el programa lógico base permite abordar de forma cómoda la cuantifi-
cación universal impĺıcita de las variables.
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3.3.2. Formulación de un modelo de Herbrand

Modelo de Herbrand de átomos : Sea = ⊆ B cualquier interpretación de
Herbrand y p(t1, · · · , tn) cualquier átomo, donde p/n ∈ P y t1, · · · , tn ∈ T .
Aplicando la definición se tiene:

= |= p(t1, · · · , tn) si y sólo si 〈=φ(t1), · · · ,=φ(tn)〉 ∈ p= para toda valuación φ.

Pero, teniendo en cuenta (3.1) y (3.2), esto puede reescribirse de la siguiente
manera:

= |= p(t1, · · · , tn) si y sólo si (p(t1, · · · , tn))θ ∈ = para todas las instancias
base (p(t1, · · · , tn))θ.

En el caso de considerar átomos cerrados (es decir, p(t1, · · · , tn) ∈ B), se sim-
plifica:

= |= p(t1, · · · , tn) si y sólo si p(t1, · · · , tn) ∈ =.

Modelo de Herbrand de un programa base : Sea = ⊆ B cualquier in-
terpretación de Herbrand. Se tiene por definición que, dada cualquier cláusula
instanciada (A← ∆) ∈ Γ′ del programa base asociado a Γ:

= |= A← ∆ si y sólo si = 6|= ∆ o = |= A o ambos.

Como A y las fórmulas de ∆ son átomos base, según lo anterior, se tiene:

= |= A← ∆ si y sólo si ∆ 6⊆ = o A ∈ = o ambos.

que puede reescribirse de la siguiente manera:

= |= A← ∆ si y sólo si se tiene A ∈ = si es el caso que ∆ ⊆ =. (3.3)

Esta última forma es la que se utilizará en adelante.

3.4. El menor modelo de Herbrand

3.4.1. Diferentes modelos de Herbrand de un programa lógico

Se ha dicho que un programa lógico define un modelo que satisface sus
cláusulas, y que el objetivo de un intérprete lógico será decir si dicho modelo
satisface una fórmula (atómica) arbitraria, y, si ésta contiene variables, para
qué valuación de las mismas la satisface.

A modo de ejemplo, tómese el siguiente alfabeto:

C = {Zero}
F = {Succ/1}
P = {Even/1}

El universo de Herbrand asociado será el siguiente:

H = {Zero,Succ(Zero),Succ(Succ(Zero)), · · · }
Y la base de Herbrand será la siguiente:

B = {Even(Zero),Even(Succ(Zero)),Even(Succ(Succ(Zero))), · · · }
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Sea Γ el programa lógico formado por las siguientes cláusulas:

Even(Zero)
Even(Succ(Succ(N))) ← Even(N)

¿Cuál es el modelo de Herbrand que define dicho programa? Es claro que hay
muchas interpretaciones de Herbrand que satisfacen sus cláusulas. De hecho, de
forma trivial, la propia base de Herbrand B satisface las cláusulas del programa.
En general:

Mayor modelo Herbrand : La base de Herbrand B es un modelo de Her-
brand de cualquier programa – y por tanto es el mayor modelo Herbrand de
cualquier programa:

B |= Γ para cualquier Γ

Esta propiedad puede demostrarse de acuerdo con las propiedades mostradas
en la sección anterior.

No obstante, retomando el ejemplo, es claro que el modelo que debe es-
tar asociado al programa será aquél que esté definido de forma única por sus
cláusulas; es decir, el siguiente:

I = {Even(Zero),Even(Succ(Succ(Zero))),
Even(Succ(Succ(Succ(Succ(Zero))))), · · · }

= {Even(Succn(Zero)) | n = 0, 2, 4, · · · }

que será el menor de los modelos de Herbrand.

Menor modelo Herbrand : Una interpretación de Herbrand I es un menor
modelo Herbrand del programa lógico Γ si

1. I |= Γ.

2. Para cualquier interpretación de Herbrand =, si = |= Γ, entonces I ⊆ =.

Es claro que si hay un menor modelo Herbrand de Γ, este es único, ya que si A
y B fuesen dos menores modelos Herbrand de Γ, entonces A ⊆ B por aplicación
de la regla 2 para A y B ⊆ A por la misma regla para B, con lo que se tiene
A = B. Se denotará el menor modelo Herbrand de Γ como I(Γ).

3.4.2. Construcción “desde arriba”: intersección de modelos

Dado el programa lógico Γ, la siguiente interpretación de Herbrand I es el
menor modelo de Herbrand de Γ (I = I(Γ)):

I =
⋂
{= | = |= Γ}

(En la definición está impĺıcito que = ha de ser una interpretación de Herbrand).
Demostración: En primer lugar hay que demostrar la condición 1. Para ello,

sea A ← ∆ ∈ Γ′ cualquier cláusula base. Supóngase I |= ∆. En ese caso, pues-
to que ∆ = {A1, · · · , An} donde A1, · · · , An son fórmulas atómicas cerradas,
se tiene que A1, · · · , An ∈ I. Y por tanto que para todo = tal que = |= Γ,
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A1, · · · , An ∈ =; y en consecuencia, necesariamente A ∈ =. Por tanto A ∈ I,
quedando demostrada la condición 1.

La demostración de la condición 2 es inmediata teniendo en cuenta la defi-
nición de I.

Se ha demostrado que ésta es una construcción de I(Γ) válida. No obstante,
no es muy satisfactoria desde un punto de vista constructivo. A continuación
se presentará una definición constructiva “desde abajo” del menor modelo Her-
brand.

3.4.3. Construcción “desde abajo”: semántica del punto fijo

La formulación (3.3) de modelos de Herbrand (p. 17) sugiere la siguiente
definición:

Operador de consecuencia inmediata : Un programa lógico Γ determina
un operador Γ̂ sobre interpretaciones de Herbrand tal que Γ̂(=) es el conjunto
de las fórmulas atómicas que son consecuencia directa en Γ, debido a alguna
cláusula, de las de = (se considerarán átomos base).

Γ̂(=) = {A | ∃∆ : ∆ ⊆ =, A← ∆ ∈ Γ′}

Propiedad : Por definición, teniendo en cuenta (3.3), es claro que:

= |= Γ si y sólo si Γ̂(=) ⊆ =. (3.4)

Aśı, puede reformularse la definición de “menor modelo de Herbrand” de la
siguiente forma: I es el menor modelo de Herbrand de Γ (I = I(Γ)) si y sólo si

1. Γ̂(I) ⊆ I.

2. Para cualquier =, si Γ̂(=) ⊆ =, entonces I ⊆ =.

Una propiedad interesante del operador Γ̂ es que es monótono: es decir,
preserva el orden parcial ⊆ (se sigue directamente de la definición de Γ̂):

Para cualquier =1, =2, si =1 ⊆ =2 entonces Γ̂(=1) ⊆ Γ̂(=2)

Otra propiedad interesante es que si = |= Γ entonces Γ̂(=) es un modelo de
Γ menor que =: si Γ̂(=) ⊆ =, entonces Γ̂(Γ̂(=)) ⊆ Γ̂(=) por la monotonicidad,
y por tanto Γ̂(Γ̂(=)) ⊆ = obteniendo Γ̂(=) |= Γ.

Aplicando esta última propiedad al menor modelo de Herbrand de Γ, I =
I(Γ), se tiene que Γ̂(I) |= Γ y que Γ̂(I) ⊆ I. Por tanto se tiene que Γ̂(I) = I ya
que el menor modelo de Herbrand es único, o por aplicación directa del punto 2
de la definición de I. Es decir, I es un punto fijo de Γ̂. Además, I no solo es un
punto fijo de Γ̂ sino que es el menor punto fijo. Ya que si = = Γ̂(=) es cualquier
punto fijo de Γ̂, entonces I ⊆ = por aplicación directa de la regla 2.

Por tanto I seŕıa una solución de la ecuación recursiva:

I = {A | ∃∆ : ∆ ⊆ I, A← ∆ ∈ Γ′}
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(el caso base de la recursión viene dado para ∆ = ∅). Es importante recalcar que
puede haber varios puntos fijos del operador Γ̂ (varias soluciones de la ecuación
recursiva).4 Como se ha visto, I habrá de ser la menor de estas soluciones.

Lo que se necesita, pues, es una técnica para calcular este menor punto fijo.
El método que se presentará a continuación es la aplicación particular de un re-
sultado más general, el teorema de Knaster-Tarski. Véase [Apt88] o [Winskel93]
para más detalles.

Obtención del menor punto fijo : Comenzando en la interpretación vaćıa
∅, la idea es aplicar el operador Γ̂ de forma sucesiva, de manera que en cada
iteración se obtengan las fórmulas que, debido a una consecuencia (cláusula) de
Γ, es necesario añadir para que la interpretación pueda modelar Γ. Se construye
para ello la siguiente serie:

∅, Γ̂(∅), Γ̂(Γ̂(∅)), Γ̂(Γ̂(Γ̂(∅))), · · ·
O escrito de otra forma:

T0 = ∅
∀i ∈ N, i > 0 Ti = Γ̂(Ti−1)

(Otra notación para Ti es Γ̂i(∅)).
Esta serie es ascendente, es decir:

∅ ⊆ Γ̂(∅) ⊆ Γ̂(Γ̂(∅)) ⊆ Γ̂(Γ̂(Γ̂(∅))) ⊆ · · ·

Esto puede demostrarse por inducción. Base: Es claro que T0 ⊆ T1 puesto
que ∅ ⊆ Γ̂(∅). Paso inductivo: Si Ti ⊆ Ti+1, se tiene Γ̂(Ti) ⊆ Γ̂(Ti+1) por la
monotonicidad de Γ̂, y por tanto Ti+1 ⊆ Ti+2.

El menor punto fijo de Γ̂ se obtendrá mediante el supremo de la serie ascen-
dente:

I =
⋃

n∈N
Γ̂n(∅)

Teorema : El conjunto I anteriormente definido es el menor punto fijo de Γ̂.
Es decir I = I(Γ).

Demostración [Winskel93, pp. 52,53] : Se dividirá en tres partes: en primer
lugar Γ̂(I) ⊆ I, en segundo lugar I ⊆ Γ̂(I), demostrando por tanto que I es un
punto fijo; y en tercer lugar que es el menor punto fijo.

En primer lugar hay que demostrar Γ̂(I) ⊆ I, o, equivalentemente debido
a (3.4), I |= Γ. Para ello, tómese cualquier cláusula base (A← ∆) ∈ Γ′. Si
∆ ⊆ I, como ∆ = {A1, · · · , Ak}, es claro que A1 ∈ Tn1 , · · · , Ak ∈ Tnk

(ya
que I =

⋃
n∈N Tn) para unos ciertos números n1, · · · , nk. Pero tomando

m = máx{n1, · · · , nk}, es claro que Tn1 ⊆ Tm, · · · , Tnk
⊆ Tm ya que la

serie es ascendente. Por tanto ∆ ⊆ Tm. Y por definición, se tiene A ∈
Γ̂(Tm) y por tanto A ∈ ∆, habiendo demostrado I |= Γ y en consecuencia
Γ̂(I) ⊆ I.

4Piénsese por ejemplo en cláusulas de la forma A← A.
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Se demostrará I ⊆ Γ̂(I). Para ello basta tomar cualquier A ∈ I. Es claro
que A ∈ Ti para algún i > 0 (ya que T0 = ∅). Y por tanto A ∈ Γ̂(Ti−1),
es decir, existe un (A ← ∆) ∈ Γ′ tal que ∆ ⊆ Ti−i. Pero Ti−1 ⊆ I con lo
que se tiene A ∈ Γ̂(I) por definición.

Por último, se debe demostrar que para cualquier interpretación Herbrand
= tal que Γ̂(=) = =, se tiene I ⊆ =. Se demostrará por inducción que
∀i ∈ N : Ti ⊆ =, y por tanto I ⊆ =. Base: T0 ⊆ = es trivial ya que T0 = ∅.
Paso inductivo: Si Ti ⊆ =, se tiene Γ̂(Ti) ⊆ Γ̂(=) por la monotonicidad.
Pero Γ̂(=) = = y Γ̂(Ti) = Ti+1, por tanto se tiene Ti+1 ⊆ =. Se demuestra
por tanto que I = I(Γ).

En conclusión, se ha demostrado que el menor modelo Herbrand de un pro-
grama lógico Γ se puede calcular con la siguiente expresión:

I(Γ) =
⋃

n∈N
Γ̂n(∅)

El mayor punto fijo : Aunque no sea relevante de cara al menor mode-
lo Herbrand de un programa lógico, resulta interesante señalar que el método
presentado para calcular el menor punto fijo tiene una forma dual.

Se observó anteriormente que si Γ̂(=) ⊆ =, entonces Γ̂(Γ̂(=)) ⊆ Γ̂(=).
Comenzando en la máxima interpretación de Herbrand B, la idea es aplicar

el operador Γ̂ de forma sucesiva obteniendo la siguiente serie descendente (su
carácter descendente se sigue por inducción a partir de la observación anterior):

· · · ⊆ Γ̂(Γ̂(Γ̂(B))) ⊆ Γ̂(Γ̂(B)) ⊆ Γ̂(B) ⊆ B

El mayor punto fijo de Γ̂, que se denotará aqúı como J , se obtendrá mediante
el ı́nfimo de la serie descendente:

J =
⋂

n∈N
Γ̂n(B)

Teorema : El conjunto J anteriormente definido es el mayor punto fijo de Γ̂.
Obsérvese que esta construcción es completamente dual a la anterior. De

hecho, si el menor punto fijo I era también el menor punto prefijo del operador
(menor I tal que Γ̂(I) ⊆ I, que en este contexto es el menor modelo de Her-
brand), el mayor punto fijo J será también el mayor punto postfijo (mayor J

tal que J ⊆ Γ̂(J)).

3.5. Conclusiones

En conclusión, el menor modelo de Herbrand de un programa lógico consti-
tuye la semántica declarativa formal del programa en el lenguaje “puro” basado
en cláusulas de Horn que se ha presentado en esta sección.

Los intérpretes lógicos reales utilizan un proceso de inferencia, la resolución
SLD, que proporciona una semántica operacional del lenguaje que es correcta
de acuerdo con su semántica declarativa. En la práctica a veces se sacrifica la
corrección en casos inusuales por razones de eficiencia, y tampoco resulta com-
pleta debido a la exploración en profundidad de árboles de resolución infinitos,
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pudiendo por tanto la semántica operacional no coincidir con la declarativa.
Por ejemplo, alterar el orden de las cláusulas de un programa, irrelevante pa-
ra la semántica declarativa, podŕıa causar que el programa no terminase en su
semántica operacional.

Por otro lado, los lenguajes lógicos reales poseen además otras caracteŕısticas
como por ejemplo la negación, que no se ha abordado en este documento.
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